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PRÉFACE. 



L'Opuscule Le figure reciproche nella Statica grafica, livré 
au public, pour la première fois, en 1872, eut Thonneur et le 
bonheur d'obtenir un accueil très amical, presque enthousiaste, 
d'un juge éminent, l'illustre Gulmann, le créateur de la Statique 
graphique (^). Depuis lors, un grand nombre d'écrivains exer- 
cèrent leur sagacité sur les applications des figures réciproques à 
la science des constructions (2). 

M. le capitaine Bossut (par l'entremise de mon cher ami le 
lieutenant-colonel Dewulf) et M. Gauthier-Villars m'ayant ex- 
primé le désir de faire une édition française de cet Ouvrage, j'ac- 
ceptai leur honorable proposition, en leur suggérant de le faire 
suivre d'un Appendice comprenant les progrès les plus importants 
que la théorie des figures réciproques et son application aux tra- 
vures réticulaires ont faits depuis 1872. M. Saviotti aidant par ses 
excellents Mémoires et par d'autres contributions nouvelles, 
M. Bossut a pu réunir et coordonner les matériaux qui consti- 
tuent les cinq Chapitres de l'Appendice. Le lecteur intelligent 
sera heureux d'y rencontrer un travail presque entièrement ori- 
ginal. De plus, l'édition française a conservé l'Introduction que 
M. Jung avait placée en tête de la troisième édition italienne 
(Milan, 1879). 

Je serai satisfait si, en encourageant cette publication, j'ai con- 



(*) Voir la Préface de la deuxième édition allemande (Zurich; 1875). 
(') Léyy, FaterO; Saviotti et plusieurs autres. 
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Iribué à confirmer cette vérité proclamée bien haut par Culmann, 
que la Géométrie moderne (Géométrie de position, Géométrie 
projective) est un élément essentiel et puissant pour le dévelop- 
pement de l'art de l'ingénieur. 

Du reste, l'application des figures réciproques aux Iravures ré- 
ticulaires n'est que l'un des Chapitres de la Statique graphique, 
de cette Science dont le Traité le plus complet est encore celui de 
Culmann. Quel malheur que le professeur de génie de Zurich 
ait été enlevé à son école et à la Science, en pleine activité et 
avant qu'il ait pu achever la seconde édition, si vivement désirée, 
de son Ouvrage classique 1 

Je termine en remerciant, pour M. Saviotli et pour moi, 
MM. Bossut et Gauthier- Villars pour les soins intelligents que, 
chacun de son côté, ils ont mis à vaincre les difficultés qui s'oppo- 
saient à une bonne exécution de leur plan. 

L. Gbemona. 
Rome, mars i884- 



Digitized by 



Google 



INTRODUCTION 



(') 



Par m. J. JUNG, 

Professeur à l'Institat technique snpérienr de Milan. 



PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES GAUCHES DE FORCES. 

I. -^ Représentation et transformation d'un système quelconque de forces. 

§ 1 . Un système de forces qui n'est pas en équilibre et auquel 
on ne peut pas substituer une résultante unique finie ou infini- 
ment petite située à l'infini peut être donné sous la forme (R, M). 
Dans cette expression, R désigne en même temps l'axe central 
considéré comme une droite indéfinie, suivant laquelle agit la ré- 
sultante de translation du système et la portion limitée de cet axe 
qui représenterait la grandeur de cette résultante ; enfin M repré- 
sente simultanément le couple résultant (force infiniment petite 
située à l'infini) de moment minimum et la droite à l'infini du 
plan perpendiculaire à R, dans lequel ce couple est situé. Graphi- 
quement, on peut représenter ces deux éléments par deux seg- 
ments de l'axe central, dont l'un donnerait la résultante finie R en 



(') Le Mémoire de M. Cremona commence (§1) par ces mots : 
« C'est une théorie bien connue que celle des figures réciproques dans l'espace, 
théorie qui découle soit de la considération d'un système de forces appliquées à 
un corps rigide et libre, soit des propriétés géométriques du déplacement d'un 
corps, soit encore de l'étude des cubiques gauches ou des complexes de droites 
du premier degré, etc. » 

Dans ces quelques pages, on exposera précisément cette théorie, en la réduisant 
à ce qui est strictement nécessaire à l'intelligence de l'Opuscule sur les Figures 
réciproques. Le caractère de cet Opuscule et le désir de ne pas dépasser les justes 
limites d'une Introduction m'ont engagé à déduire la théorie des propriétés bien 
connues d'un système gauche de forces, plutôt que d'autres théories moins 
connues dans les écoles. J. Jung. 

Les Fig, récipr. a. 
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grandeur, direction et sens, et dont l'autre, considéré comme axe 
du couple, donnerait en grandeur, direction et sens, la résultante 
infiniment petite située à Tinfini (*). 

Proposons-nous de transformer le système donné (R, M) en 
un autre équivalent^ composé de deux forces, dont l'une agisse 
le long d'une droite donnée arbitrairement. 

Trois cas peuvent se présenter, suivant que la ligne d'action 
donnée est parallèle à Taxe central, qu'elle ne lui est pas paral- 
lèle ou qu'elle est située tout entière à l'infini. 

(a). La ligne d'action donnée est une droite R' parallèle 
à Vaxe central. 

Transportons la force R parallèlement à elle-même sur la droite 
R', ce qui se fait en la décomposant en deux autres, dont la pre- 
mière est une force R' ayant même grandeur, même direction et 
même sens que R, et dont la seconde est une force M'', infiniment 



( * ) On sait, en efifet, qu'un système de forces, qui n'est pas en équilibre et qui 
n'admet pas de résultante unique, peut être remplacé par deux forces : l'une 
finie, appelée résultante de translation, dont la direction est fixe et indépendante 
du point que l'on a choisi pour opérer la réduction ; l'autre appelée couple résul- 
tant, qui peut être considérée comme une force infiniment petite, située à Tinfini 
dans un plan dont la position est absolument dépendante du centre de réduction. 
Le plan de cette dernière force est, en général, oblique par rapport à la ligne 
d'action de la résultante de translation. 

Je dis que l'on peut toujours remplacer le système que nous venons de définir 
par un autre, dans lequel le plan du couple résultant est perpendiculaire à la ré- 
sultante de translation. 

Soit R la résultante de translation donnée qui passe par le point O, et a le plan 
du couple résultant. Par le point O, menons un plan u perpendiculaire à la di- 
rection de R qui coupe les deux forces F et — F du couple résultant en deux 
points A et B. En chacun de ces points, décomposons chacune des composantes 
du couple en deux autres forces, l'une normale au plan w et, par conséquent, 
parallèle à R; l'autre située dans le plan co. Les deux composantes parallèles à R 
se composeront avec cette force et détermineront la position de la résultante 
de translation, pour laquelle le plan du couple résultant lui est perpendiculaire. 

Cette position de la résultante jouit de propriétés remarquables, et on lui a 
donné le nom à^axe central. 

Il convient de remarquer que le moment du couple résultant correspondant à 
l'axe central est minimum. 
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petite, située à l'infini, déterminée par le triangle O.R, qui pro- 
jette R d'un point quelconque O de R' (triangle dont la surface 
est égale à la moitié du moment du couple M'') ; composons en- 
semble les forces M et M'', et soit M' leur résultante. Nous aurons 
ainsi la série suivante de systèmes équivalents : 

(R,M)^(R^M^M) = (R^M'). 

Le système a donc été transformé en un autre composé dé deux 
forces, dont l'une est finie et agit le long de la droite donnée R'. 
L'autre M' est infiniment pçtite et est située à l'infini : je dis qu'elle 
est parfaitement déterminée. En effet, supposons que deux sys- 
tèmes de forces (Ro, M©) et (R', M') dont les résultantes finies R© 
et R' agissent suivant la même droite R' parallèle à l'axe central 
soient équivalents; les quatre forces R', M', — R©, — Mo seront en 
équilibre, et M© sera la résultante des forces (R' — Ro) et M'. Cela 
ne peut avoir lieu qu'autant que Rq et R' sont identiques, car 
une force finie et une force infiniment petite située à l'infini ne 
sauraient avoir pour résultante une force infiniment petite située 
à l'infini. 

(6). La ligne d'action donnée est une droite a, non parallèle 

à Vaxe central. 

D'un point quelconque O de la droite a, menons la parallèle R' 
à Taxe central, et transformons d'abord le système donné en un 
autre composé de deux forces, dont l'une agisse le long de la 
droite R'; cela se fera, comme nous l'avons dit précédemment (a), 
en déterminant la force M', de telle sorte que 

(R,M)^(RMVI'). 

Supposons que le plan de la force M' (qui n'est autre qu'un 
plan [x' ayant pour droite à l'infini la droite M') rencontre le 
plan a ^ àW suivant la droite «o, et menons par le point O la 
droite d^ parallèle à a^\ enfin, décomposons la force R' en deux 
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autres forces agissant le long des droites a et d! . La force ci! étant, 
par construction, parallèle au plan [jl^, peut ensuite se composer 
avec la force infiniment petite située à l'infini M'; le résultat de 
cette composition sera une force finie ci équivalente à cP ^ mais ne 
passant plus par le point O. 

On a donc ainsi la série des systèmes équivalents, 

(R,M) = (R',M' ) = (a, a\ M') = (a, a'). 

Le système se réduit donc à deux forces finies a, ci qui ne sont 
pas situées dans un même plan, et dont Tune a pour ligne d'action 
la droite donnée a. Je dis, de plus, que la force ci est parfaite- 
ment déterminée par le choix de la droite a. 

En efiet, supposons que deux systèmes de forces x, cd et a, a', 
dont les forces ^ et a ont pour lignes d'action la même droite a, 
soient équivalents ; les quatre forces a, a', — x^ — x^ seront en 
équilibre et, par conséquent, x^ sera la résultante des forces ci et 
(a — x). Cela ne peut avoir lieu que si x^ est identique à a' et ^ 
identique à a \ car, s'il en était autrement, les droites ci et a, qui 
sont les lignes d'action des forces, se rencontreraient en un point 
de x', ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Corollaire. — Les droites a et ci sont parallèles à un même 
plan a ^ (R', a, d!^ parallèle à Vaxe central. 

Observation, — La solution devient illusoire lorsque la droite a 
se confond avec a", c'est-à-dire lorsqu'elle est parallèle au plan [x' 
{voir n^ V). 

(c). La ligne d'action donnée est la droite à Vinfini W d''un 
plan arbitraire \iJ. 

Décomposons l'axe m de M en deux autres, l'un m! perpendi- 
culaire à [x'j l'autre ni' perpendiculaire à R ; la force M peut être 
décomposée en deux autres, correspondant chacune à l'un des 
axes m! et ni' : l'une des composantes M' est située dans un plan 
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parallèle au plan donné [jl', l'autre M" est située dans un plan pa- 
rallèle à l'axe central. En composant cette dernière force avec la 
force finie R, nous obtenons, comme résultante, une force finie R' 
équivalente à R; nous avons donc la série des systèmes équivalents 

(R, M) = (R,.M% M') = (R', M'). 

Le système donné se réduit donc à deux forces, dont Tune est 
infiniment petite et située à l'infini et a pour ligne d'action la 
droite à l'infini M' d'un plan donné [jl'; l'autre, R', est finie et pa- 
rallèle à l'axe central : je dis, en outre, qu'elle est parfaitement 
déterminée. 

En effet, supposons que deux systèmes de forces (Ro,Mo) et 
(R', M'), dont les composantes Mq et M' se trouvent à l'infini 
dans un même plan [x', soient équivalents. Les quatre forces 
R', M', — Ro, — Mo seront en équilibre, et R© sera la résultante 
des forces R' et (M' — Mo). Gela ne peut avoir lieu qu'autant 
que Ro est identique à R' et M© à M'; car, s'il en était autrement, 
R' serait parallèle au plan [jl' et pourrait se composer avec M'; le 
système (R',M') serait donc réductible à une seule force, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. 

Observation, — Si le plan donné [jl' est parallèle à l'axe cen- 
tral, la solution devient par le fait illusoire, puisque ml et m!' de- 
viennent parallèles. Donc le problème est impossible pour les 
droites M' situées dans le plan à l'infini et passant par le point à 
l'infini de l'axe central. 

II. — Forces et droites conjuguées ou réciproq[ues ; pôles et plans polaires. 

§ 1. Les résultats du § I peuvent se résumer dans l'énoncé 
suivant : 

Un système de forces qui n'est pas en équilibre et qui n'est 
pas réductible à une résultante unique (^) peut, d'une inanité 

( ' ) Finie ou infiniment petite et située à l'infini. 
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de manières, se ramener à deux forces qui seront ou toutes 
deux finies et situées dans des plans différents, ou dont Vune 
sera finie, Vautre étant infiniment petite et située à l'infini; 
la ligne d'action de Vune de ces forces pourra, en général, 
être choisie arbitrairement; nous disons, en général, parce 
qu'il existe des droites singulières le long desquelles ne peut 
agir aucune force {voir n° V). 

Deux forces équivalentes au système donné sont dites conju- 
guées, et les droites qui en sont les lignes d'action s'appellent 
conjuguées ou réciproques, parce que, l'une d'elles étant donnée, 
l'autre est parfaitement déterminée. 

Les droites parallèles à l'axe central, par exemple^ sont les con- 
juguées aux droites à l'infini. 

§ 2. Soient deux paires de forces conjuguées aa'y bb^; suppo- 
sons que les deux forces a et 6 soient situées dans un même plan [x 
et se coupent en un point S. Les systèmes {a, a') et (6, è') étant 
équivalents, les quatre forces a, a', — 6, — b' sont en équilibre; 
les forces a et — b étant dans un même plan [jl auront une résul- 
tante unique — d; par conséquent, les trois forces — rf, a', — b' 
seront aussi en équilibre et d sera la résultante des forces a' et 
— b' : donc, les droites a', b\ d seront dans un même plan o- pas- 
sant par S, et concourront en un point M de [jl (point commun 
à[JietaO(«). 

Supposons invariables les droites a et a' et faisons mouvoir b 
dans le plan fixe [jl, la droite conjuguée 6' passera constamment 
par le point M qui est resté invariable ; donc ; 

Les droites réciproques de celles d'un plan [jl passent par 
un point déterminé M du même plan. 



(•) Si M ou S ou M et S sont à Finfini, la démonstratioa ne subit que de légères 
et faciles modifications. 
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En d'autres termes ; 

Les forces situées dans un même plan sont conjuguées aux 
forces concourant en un point déterminé du même plan; et les 
forces concourant en un même point sont conjuguées aux 
forces situées dans un certain plan passant par le point donné. 

§ 3. Ainsi, au moyen d'un système de forces données, non en 
équilibre et qui ne peut pas être réduit à une résultante unique 
finie ou infiniment petite située à TinGni, nous sommes arrivés à 
établir une correspondance réciproque bien déterminée entre les 
plans et les points de l'espace : à un plan quelconque correspond 
un point unique situé dans ce plan, et à un point quelconque cor- 
respond un plan passant par ce point. Le point et le plan corres- 
pondant s'appelleront l'un pôlcj l'autre /?/a/i polaire. 

Pour trouver le pôle d\in plan \k ou le plan polaire d\in 
point M, il suffit de choisir une droite a située dans le plan [jl 
ou passant par le point M et d^en chercher la réciproque a' 
(n^ I); dans le premier cas, le point ([jl, a')^ dans le second, le 
plan (M, a') résolvent le problème. S^ il arrivait que la droite a 
fût une droite singulière (n^ II, § 1), o/i devinait recommencer 
la construction en se donnant, au lieu de a, une autre droite 
située dans le plan ou passant par le point. 

III. — Propriété projective du plan polaire et de son pôle. 

On démontre par la Géométrie que, dans deux figures réci- 
proques, à une droite x, axe d'un faisceau de plans, correspond 
projectivement une droite x\ ponctuelle des pôles respectifs. Dans 
le système réciproque qui nous occupe, si Ton suppose que l'une 
des deux droites soit la ligne d'action de l'une des forces, l'autre 
sera la ligne d'action de la force conjuguée, et les deux droites 
seront réciproques, d'après la définition donnée au n° II, § 1. 

Si nous convenons de généraliser cette définition et d'appeler 



Digitized by 



Google 



— XVI — 

réciproques deux droites, dont l'une soit l'enveloppe des plans, 
dont l'autre est le lieu des pôles respectifs (indépendamment de 
ce fait d'être les lignes d'action de forces conjuguées), et si nous 
nous rappelons que chacun de ces plans contient son propre pôle, 
nous pourrons dire que : 

Si un plan tourne autour d'une droite a, en décrivant un 
faisceau, son pôle décrira sur la droite réciproque a! une ponc- 
tuelle projective du faisceau. 

Cela résulte, du reste, directement du n° II, § 2, lorsque les 
droites réciproques sont les lignes d'action de forces conjuguées^ 
il suffît, en effet, de laisser invariables les droites a et d et de 
faire tourner le plan [jl autour de a. 

IV. — Droites doubles et propriétés qui se rattachent à leur notion. 

§ 1. Une droite d rencontre deux forces conjuguées a, a! aux 
points M et N. Ces points sont évidemment les pôles des plans 
a! d ^ V, ad^ [jl; et par suite, la droite rf, qui joint les pôles des 
plans polaires [jl et v, est réciproque d'elle-même, d'après la défi- 
nition généralisée du numéro précédent. 

Supposons, au contraire, qu'une droite x ne rencontre qu'une 
seule des deux forces conjuguées, par exemple la force a : sa ré- 
ciproque x^ passera (n° II, §§ 2 et 3) par le pôle du plan «.r ^ [jl, 
qui n'est autre que le point ([xa'), tandis que x ne passe pas par 
ce point, car alors, contrairement à l'hypothèse, elle rencontre- 
rait les deux forces a, a! ; donc x ne coïncide pas avec sa réci- 
proque x^ , 

En appelant droite double une droite qui soit à elle-même sa 
réciproque, on peut énoncer le théorème suivant : 

Toute droite qui rencontre deux droites réciproques est 
double, et toute droite double rencontre au moins deux droites 
réciproques. 
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De là on déduit, comme corollaire, la loi de distribution des 
droites doubles : 

Par chaque point M, il passe une infinité de droites doubles, 
qui sont toutes situées dans le plan polaire |jl de M. Chaque 
plan [JL en contient une infinité qui concourent toutes en son 
pôle M. 

Il est, en effet, évident qu'une droite quelconque située dans le 
plan [JL et passant par M rencontre un couple de droites conju- 
guées et, par conséquent, une infinité (n° II, §§ 2 et 3). 

§ 2. La considération des droites doubles rend presque intui- 
tives les propriétés suivantes : 

(a) Etant donnés deux plans ^et^, si^ contient le pôle de |jl, 
réciproquement \k contiendra le pôle de v. 

(6) Si quatre droites sont les lignes d'' action de deux paires 
de forces conjuguées, une droite quelconque, qui en rencon- 
trera trois d'^ entre elles, rencontrera aussi la quatrième. 

Et, comme"corollaire, en se rappelant le n° II, § 2 : 

(c) Étant données deux paires de droites conjuguées, il peut 
arriver : i^ que, des quatre lignes d'action, deux (non conju- 
guées) se rencontrent, et alors les deux autres se rencontrent; 
2** qu'elles ne se rencontrent pas, et, dans ce cas, elles sont des gé- 
nératrices d'un même système d'un hyperholoïde à une nappe. 

V. — Axe de moment nul. 

Les droites doubles ne peuvent être les lignes d'action de 
forces conjuguées fin ies . 

On voit aisément que si les deux forces agissent le long d'une 
même droite (double), leurs grandeurs deviennent égales opposées 
et infinies. 

Mais, si les lignes doubles ne peuvent pas être les lignes d'action 
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de forces conjuguées finies, elles ont, par contre, une autre inter- 
prétation mécanique remarquable. 

Si nous nous rappelons, en efiet, que l'on entend par moment 
d'une force par rapport à une droite y {axe des moments) le 

produit 

/sin(/,7)S./7, 

expression dans laquelle /représente l'intensité de la force, 2. /y 
la plus courte distance de j^ à la force, et (Jjj) l'angle formé par 
la force et la droite^; et par moment d'un système de forces 
par rapport à un axe y^ la somme des moments de chacune des 
forces par rapport à cet axe, il est clair que le moment du système 
donné, par rapport à une droite double, est nul; car, si Ton re- 
présente le système au moyen de deux forces conjuguées, dont 
l'une soit située dans un plan passant par rf, cette droite les ren- 
contrera toutes les deux (n° IV, § 1), et sa distance à chacune des 
deux forces sera nulle. 
Donc : 

Les droites doubles sont des axes de moment nul (* ). 
La propriété inverse est évidente. 

Donc : 

Une droite quelconque de l^ espace est ou un axe de moment 
nul ou la ligne d'action de l'une des deux forces conjuguées, 

VI. — Propriétés les plus simples des pôles, des plans polaires et des droites 

réciproques. 

§ 1. Les droites parallèles à l'axe central R sont réciproques 

( * ) MôBics, dans son Mémoire Ueber eine besondere Art dualer Verhàltnisse 
zwischen Figuren im Raume {Journal de C relie, i833, 1. 10, p. 3 17-341), appe- 
lait Gegenpunct et Gegenebene ce que, dans ces quelques pages, nous appelons 
pôle et plan polaire; mais, ensuite, cette propriété, ajoutée à celle du n» VI, 
l'a conduit à adopter les noms de Nullpunct et Nullebene {Lehrbuch der 
Statik, 1837, t. I, p. 145 ) : le système réciproque, qui fait le sujet de cette Intro- 
duction, fut appelé depuis Nullsystem, (Stacdt, Geom, der Lage, 1847, P- 191-) 
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des droites du plan à l'infini w {en particulier, l'axe central est 
réciproque de la droite de l'infini des plans qui lui sont perpen- 
diculaires); d'un autre côté, elles concourent en un même point 
de ce plan, qui est le point J à l'infini de R. Donc J est le pôle 
de w (n« II, § 1). 

Un plan a, parallèle à l'axe central, contient le pôle de*w; donc 
[n° IV, § 2 (a)] son pôle est à l'infini dans une direction déter- 
minée. 

En d'autres termes * 

Les droites réciproques des droites de a sont parallèles à 
une même direction contenue dans a. 

Les plans ayant la même droite j à V infini {plans paral- 
lèles) ont leurs pôles sur une droite parallèle à l'axe central, 
qui n'est autre que la droite R' réciproque de j (n°* III et II, § 1). 

§ 2. La droite qui joint les points à l'infini de deux droites ré- 
ciproques a et a', étant une droite double (n® IV, § 1) et se trouvant 
dans le plan à l'infini, contient le pôle de ce plan, c'est-à-dire passe 
par le point J. Donc les points à l'infini de R, a, d sont en ligne 
droite, ou, en d'autres termes : 

Les directions de deux droites réciproques sont contenues 
dans un même plan passant par Vaxe central. 

Cette propriété, déjà énoncée au n° I, (è), peut être mise encore 
sous la forme suivante : 

Les plans parallèles à Vaxe central, passant par deux droites 
réciproques, sont parallèles entre eux. 

D'où l'on tire, comme conséquence, que : 

Si, sur un plan quelconque ne contenant pas la direction 
de Vaxe ^central, on projette parallèlement à cet axe deux 
droites réciproques, on obtiendra comme projections deux 
droites parallèles. 
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§ 3. Une droite qui s'appuie sur deux droites réciproques ren- 
contrera Taxe central si elle lui est perpendiculaire, et elle le cou- 
pera orthogonalement si elle le rencontre [n° IV, §2 (6)etn° VI, §1], 

Donc : 

(a) Deux droites réciproques et Vaxe central sont les direc- 
trices dUin paraboloïde hyperbolique, dont toutes les généra- 
trices sont perpendiculaires à Vaxe central. 

(6) Les trois points de rencontre de Vaxe central et de deux 
droites réciproques quelconques avec un plan o- seront en ligne 
droite ou formeront un triangle, suivant que le plan <t sera 
ou non perpendiculaire à Vaxe central. 

§ 4. La plus courte distance de deux droites réciproques, étant 
perpendiculaire à toutes deux, est aussi perpendiculaire au plan 
passant par R et parallèle à leurs directions et, par conséquent, 
l'est aussi à R. 

Donc (n« VI, § 3) : 

La plus courte distance de deux droites réciproques coupe 
orthogonalement Vaxe central. 

J. JUKG. 
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LES 



FIGURES RÉCIPROQUES 



STATIQUE GRAPHIQUE, 



Par m. L. CREMONA. 



I. — Pôle et plan polaire. Droites conjuguées. 

C'est une théorie bien connue que celle des figures réciproques 
dans l'espace, théorie qui découle de la considération d'un sys- 
lème de forces appliquées à un corps rigide et libre (*). Par un 
point quelconque M de l'espace, passent une infinité d'axes, par 
rapport à chacun desquels le moment du système est nul; le lieu 
géométrique de ces axes est un plan [jl, que Môbius appelle Null- 
ebene, c'est-à-dire/?/a/i nul au point M. 

Inversement, un plan quelconque [jl contient une infinité d'axes 



(•) Théorie qui découle aussi, soit des propriétés géométriques du déplacement 
infinitésimal d'un corps, soit de l'étude des cubiques gauches ou de celle des 
complexes de droites du premier degré, etc. Voyez sur ce sujet : 

GioRGiNi, Sopra alcune proprietà dei piani dei momenti principali e délie 
coppie di forze equivalenti. {Memorie délia Società italiana, t. XX; Modena, 
1828). 

MoBius, Ueber eine besondere Art dualer Verhàltnisse zwischen Figuren im 
Raume {Crelles Journal fur Mathematik, 10 Bd.; Berlin, i833). — Lehrbucli 
der Statik (Leipzig, 1837), 1 Th., p. i44- 

CuASLES, Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en 
Géométrie, etc. (Bruxelles, 1827), p. 227, 4i3, 674,679,684,686.— Pro/^rtefe* g'ebme- 
triques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps solide dans l'espace 
( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XVI; Paris, i843). 

Staudt, Géométrie der Lage (Nurnberg, i8'i7), p. 191. 

De Jonol'ières, Mélanges de Géométrie pure (Paris, i856), p. i-3i. 

Reye, Géométrie der Lage (Hannover, 1866-1877), 2« Partie, p. 80 de la traduc- 
tion française (Paris, 1882.) 

Les Fig. récipr. 1 
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de moment nul, qui concourent tous en un même point M, 
appelé par Môbius le Nullpunct (ou point nul) du plan [x. Au 
lieu de Nullpunct et de Nullebene, j'emploierai, pour le point et 
le plan, les dénominations àe pôle et àe plan polaire. 

Ainsi, à chaque point M de l'espace correspond un plan [jl pas- 
sant par ce point, et inversement à chaque plan [jl correspond un 
point M, situé dans ce plan. 

Si le pôle se meut dans un plan donné cl, le plan polaire [jl 
passe constamment par un point fixe A.y qui est le pôle de cl; et 
inversement, le lieu des pôles de tous les plans passant par un 
point A est un plan a, polaire de A. 

Si le pôle se meut sur une ligne droite, le plan polaire cor- 
respondant tourne autour d^une autre droite. 

Deux droites satisfaisant à ces conditions s'appellent droites 
conjuguées ou réciproques ; chacune d'elles est à la fois le lieu des 
pôles des plans passant par l'autre et l'enveloppe des plans polaires 
des points de l'autre. 

Le système donné peut, d'une infinité de manières, être réduit 
à deux forces; mais, si l'on a choisi, arbitrairement du reste, la 
ligne d'action de l'une d'elles, celle de l'autre est parfaitement 
déterminée, et les deux lignes d'action sont des droites conju- 
guées. 

A un faisceau de plans parallèles correspondent, comme pôles, 
les points d'une droite de direction déterminée ; cela revient à dire 
que : 

Une droite située à V infini a pour conjuguée une droite pas- 
sant par le pôle I du plan à V infini. 

A tous les faisceaux de plans parallèles correspondent donc des 
droites passant par I, c'est-à-dire parallèles; parmi toutes ces 
droites, il en est une, appelée axe central du système, qui est 
perpendiculaire au faisceau de plans parallèles. 

En d'autres termes : 

La droite conjuguée dhine droite parallèle à Vaxe central 
est située à Vinfini; et chaque plan parallèle à Vaxe cen- 
tral a son pôle à Vinfini, 
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IL — Projections orthogonales de deux droites conjuguées sur un plan 
perpendiculaire à l'axe central. 

Deux droites conjuguées quelconques jouissent de cette pro- 
piriété que : 

a» Leur plus courte distance est une droite qui coupe ortho- 
gonalement Vaxe central. 

D'où il résulte que : 

Si Von projette deux droites réciproques parallèlement à 
l'axe central sur un plan perpendiculaire à cet axe, les deux 
projections obtenues sont des droites parallèles. 

On voit facilement que : 

6. A plusieurs droites r de Vespace, qui se projettent sur 
une même droite, correspondent des droites r', dont les pro- 
jections coïncident ou sont parallèles, suivant que les droites r 
[nécessairement contenues dans un plan parallèle à Vaxe cen- 
tral) sont ou ne sont pas parallèles. 

c. A plusieurs droites r de V espace, dont les projections 
sont parallèles, correspondent des droites H, dont les projec- 
tions coïncident ou sont parallèles suivant que les droites r 
{nécessairement parallèles à un même plan passaîit par Vaxe 
central) sont parallèles ou non, 

III. — Ëq[uations des pôles, des plans polaires et des droites réciproques. 

Supposons Taxe central horizontal et appelons orthographique 
le plan de projection qui rencontre normalement l'axe central 
en son propre pôle. Prenons ce point pour origine d'un système 
d'axes de coordonnées rectangulaires dont l'axe des z coïncide 
avec l'axe central ; la loi de réciprocité dont nous avons parlé 
sera exprimée par les équations suivantes. 

Le point ( j?i , y^ , z^) est le pôle du plan 

^7i —y^v + ^(-s — -Si) = o, 
équation dans laquelle k est une constante. 
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Inversement, au plan 

ax \-by ^ cz -^ d = o 
correspond le pôle 



kh ka d 

X — — 

La droite 



X —- , y — — , 

c ^ c c 



ax ^by \-c — o, 
px -^ qy \- rz — o, 



est conjuguée à la droite 



ax ^hy -\-c = o, 
px -\- qy -\- r' z ~ o, 

avec la condition rd = /c = ki^aq — fegr). 

IV. — Polyèdres réciproq[ue8. Leurs projections sur le plan orthographique 
sont des figiures réciproq[ues. Application de la formule d'Euler. 

Nous appellerons réciproques deux polyèdres tels que les som- 
mets de Tun soient les pôles des faces de Tautre; cela étant, les 
faces du premier seront des portions des plans polaires correspon- 
dant aux sommets du second, et les arêtes de l'un seront conju- 
guées des arêtes correspondantes de Tautre. 

Comme tout pôle se trouve dans son propre plan polaire, 
lout polyèdre est inscrit dans son polyèdre réciproque et il lui 
est en même temps circonscrit. Soient, par exemple, A, B, 
C, D les sommets d'un tétraèdre; a, p, y> 5 les faces du té- 
traèdre réciproque; les plans a, p, y, 8 passent par leurs pôles 
respectifs A, B, C, D; et les sommets ^vS, vaS, a^S, ajâv se trou- 
vent dans les plans polaires correspondants BGD, CAD, ABD, 
ABC('). 

Projetons maintenant les deux polyèdres sur le plan orthogra- 
phique; les projections obtenues sont deux figures douées de 



(') MùBics, Kann von zwei dreiseitigen Prramiden eine jede in Bezug au/ 
die andere um- und eingeschrieben sein? {Creiie's Journal,, 3 Bd.; i8j8). — 
Lehrbuch der Statik, I. Th., p. i56-i58, — Veber eine besondere Art dualer 
Verhèiitnisse zivischen Figuren im Baume {Crel/e's Journal, 10 Bd., p. Sa^ ei 
suivaQles). 
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propriétés réciproques. A chaque côté de la première figure cor- 
respond un côté parallèle de la seconde, car deux côtés corres- 
pondants sont les projections de deux arêtes conjuguées des deux 
polyèdres. Si l'un des polyèdres a un angle solide, au sommet du- 
quel viennent concourir m arêtes, l'autre possède une face polygo- 
nale de m côtés; si, par conséquent, l'une des figures orthogra- 
phiques possède un nœud auquel viennent concourir m côtés, les 
m côtés correspondants de l'autre figure orthographique fdrment 
un polygone fermé. 

Dans un polyèdre, chaque arête est commune à deux faces et 
passe par deux sommets; chaque face a au moins trois arêtes, et 
trois arêtes au moins viennent concourir en chacun des sommets ; 
donc, dans l'une et l'autre des figures orthographiques, chaque 
côté est commun à deux polygones et passe par deux nœuds ; 
trois côtés, au moins, viennent passer par un même nœud, et 
chaque polygone a au moins trois côtés. 

Supposons que Tun des polyèdres, et par conséquent l'autre, 
soit de la classe des polyèdres eulériens ; alors la somme du nombre 
des sommets et des faces surpasse de deux unités le nombre des 
arêtes, d'après le théorème bien connu d'Euler. Donc, si la première 
figure orthographique possède/? nœuds, /?' polygones et s côtés, 
on aura la relation 

/>-f-/>'= 5H- 2. 

La seconde figure aura/?' nœuds, p polygones et s côtés. 

V. — Cas particuliers. 

Si l'un des polyèdres a un sommet à l'infini, l'autre a une 
face perpendiculaire au plan orthographique, et inversement; par 
conséquent,^ si Tune des figures orthographiques a un sommet à 
rinfini, l'autre contient un polygone dont tous les côtés sont en 
ligne droite, et inversement. 

Si le point I à l'infini de l'axe central est un sommet du premier 
polyèdre auquel viennent concourir n faces, l'autre polyèdre a 
dans le plan à l'infini une face polygonale de n côtes. Dans ce 
cas, la première figure orthographique a /? — i nœuds, />' — n 
polygones et 5 — n côtés; la seconde (en faisant abstraction de 
la droite à l'infini) possède p — i polygones, p^ — n nœuds et 
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— n côtés : les nombres /?, /?', s étant toujours liés par la rela- 

LOn D 4- r>'=5-4- 2. 



5 

tîon /? + jd'=5 4- 2 

VI. — Théorème de Maxwell. 

Les diagrammes réciproques, qui s'obtiennent en projetant or- 
thographiquement deux polyèdres réciproques, se rencontrent di- 
rectement dans l'étude de la Statique graphique. La propriété 
mécanique des diagrammes réciproques est exprimée par le théo- 
rème suivant, dû à l'illustre Clerk Maxwell (* ) : 

« Si Von fait agir des forces représentées en grandeur par les lignes 
d'une figure, entre les extrémités des lignes correspondantes de la 
figure réciproque, les points de cette dernière figure sont en équilibre 
sous l'action de ces forces ('). » 

L'exactitude du théorème devient évidente si l'on remarque que 
les forces appliquées à un nœud quelconque du second diagramme 
sont parallèles et proportionnelles aux côtés du polygone fermé 
correspondant du premier diagramme. 

Le théorème est particulièrement utile pour la détermination 
graphique des forces internes qui se développent dans les tra- 
vures réticulaîres ('). 

VII. — Théorôme de Macqaorn Rankine. 

Les premiers germes de cette théorie se trouvent dans les pro- 
priétés du polygone des forces, dont les côtés représentent en 
grandeur et en direction un système de forces en équilibre appli- 
quées à un même point et dans les constructions géométriques 
qui permettent de trouver les tensions des côtés d'un polygone 
funiculaire plan (*). Mais c'est Macquorn Ra^rine qui en a fait 



(*) Philosophical Magasine, avril 1864, p. 258. 

(*) If forces represented in magnitude by the lioes of a figure be made to act, 
between the extremities of the coiresponding Unes of the reciprocal figure, then 
the points of the reciprocal figure ^ill ail be in equilibrium under the action ot 
thèse forces »• 

(') Nous emploierons Texpression traçures re'ticulcùres qui traduit textuelle- 
ment l'expression italienne, parce qu'elle peint très bien la forme des figures qui 
nous occupent. 

(*) Varig:io:i, -VoMçW/e Mécanique ou Statique, dont le projet fut donne en 
1687; Paris, 1725. 
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l'application aux iravures rétîculalres, en démontrant, à l'art. ISO 
de son excellent Livre intitulé : Manual of applied Mechanics 
(1857), le théorème suivant : 

« Si d'un point on mène des lignes parallèles aux lignes de résis' 
tance des pièces d'une travure polygonale, les côtés d'un polygone 
quelconque inscrit entre ces lignes représentent un système de forces 
qui, appliquées aux sommets de la traçure, se font équilibre; cha- 
cune de ces forces étant appliquée au sommet déterminé par l'inter- 
section des lignes correspondant à celles entre lesquelles elle est in^ 
se rite. 

De plus, les longueurs des lignes rayonnantes représenteront les 
réactions qui se développent dans les pièces de la travure auxquelles 
ces lignes sont respectivement parallèles (*). » 

RANRiifB publia plus tard un théorème analogue pour les sys- 
tèmes polyédraux (2). 

VIII. — Aperçu historique sur la théorie des diagrammes réciproques. 

La théorie géométrique des diagrammes réciproques est due 
spécialement à Clekk Maxv^ell, qui d'abord en 1864 (') et ensuite 
en 1870 (^), en donna la définition générale et les considéra comme 
les projections de deux polyèdres réciproques. 

Mais les polyèdres considérés par l'auteur sont réciproques par 
rapport à un paraboloïde de révolution (s), de telle sorte qu'en les 
projetant orthogonalement et parallèlement à l'axe, les côtés cor- 

(') If lines radiating from a point be drawn parallel to the Unes of résistance 
of the bars of a polygonal frame, then the sides of any polygon whose angles lie 
in those radiating lines will représenta System of forces; wich, being applied to 
the joints of the frame, will balance each other; each such force being applied 
to the joint between the bars whose lines of résistance are parallel to the pair of 
radiating lines that enclose the side of polygon of forces, representing the force in 
question. Also, the lengths of the radiating lines will represent the stresses along 
the bars to whose lines of résistance they are respectively parallel (p. 140 de la 
6* édition, 1872). Il est bien entendu que la travure dont parle Fauteur est un 
polygone simple. 

(^) Philosophical Magazine, février, 1864, p. 92. 

(^"*) On reciprocal figure and diagrams efforces {Transactions of the /?. 
Society of Edinburgh, t. XXVI). Voir encore une lettre de Rankine, dans le 
journal the Engineer, février 1872. 

(' ) La réciprocité est entendue ici dans le sens considéré par Poncelct ou 
même par Monge. {Voir CuasleSj Aperçu historique, p. 878.) 
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respondants ne sont pas parallèles, mais perpendiculaires entre 
eux. 

On devra donc faire tourner Tun des diagrammes de 90° dans 
son propre plan, afin de l'amener dans la position qu'il doit oc- 
cuper dans les problèmes de Statique. 

Dans la méthode que j'expose ici, les projections orthogra- 
phiques des deux polyèdres réciproques donnent, au contraire, 
des diagrammes analogues à ceux que fournissent les considéra- 
tions de la Statique graphique. 

L'application pratique de la méthode des figures réciproques a 
fait le sujet d'un Mémoire que M. le professeur Fleemiwg Jenkin 
présenta en mars 1869 à la Société royale d'Edimbourg (*). Dans 
ce Mémoire, l'auteur, après avoir donné une définition des figures 
réciproques, conforme à celle donnée par Maxwell, dans son Mé- 
moire de 1864, ajoute : 

« Peu d'ingénieurs cependant se douteront que les deux paragraphes 
cités précédemment, mettent à leur disposition une méthode remarqua- 
blement simple et exacte, pour calculer les forces intérieures qui se déve- 
loppent dans un Framework. L'attention de l'auteur fut attirée spéciale- 
ment sur cette méthode par ce fait qu'elle venait d'être découverte par 
M. Taylor, dessinateur très ingénieux employé dans les bureaux de l'en- 
trepreneur bien connu J.-B. Gochrane (2). » 

L'auteur présente un bon nombre d'exemples, accompagnés de 
figures, et il termine par cette observation : 

« Quand on compare cette méthode aux méthodes algébriques, sa sim- 
plicité et sa rapidité deviennent frappantes. Appliquée aux travures dans 
lesquelles se trouvent de nombreuses pièces similaires, la méthode algé- 
brique est une source d'erreurs fréquentes dues aux notations incommodes 



(') On the practical application of reciprocal figures to the calculation 
of strains on framework {Transactions of the R. Society of Edinburgh, t. XXV). 
Voyez aussi, du même auteur : On braced arches and suspension bridges, read 
before the R. Scottish Society of Arts (Edinburgh, 1870); et le Mémoire On the 
application of graphie methods to the détermination of the efficiences of ma- 
chinery {Transactions of the R. Society of Edinburgh, t. XXVIII, 1877). 

C^) « Few engineers would, however, suspect that the two paragraphs quoted 
put at their disposai a remarkably simple and accurate method of calculating the 
stresses in framework; and the author's attention was drawn to the metod chiefly 
by the circumstance that it was independenlly discovered by a practical draught- 
smann, M. Taylor, working in the Office of the wel! known contracter, M. J.-B. 

COCHRANE. » 
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qu'elle exige, et surtout à la distinction qu'il est nécessaire de faire entre 
les diagonales paires et impaires (*). » 

Mais, quand on parle de la résolution géométrique des problèmes 
relatifs à la Science des constructions, on ne saurait passer sous 
silence le nom de Culmann (2), le créateur si ingénieux et si 
estimé de la Statique graphique, auquel sont dues les belles et 
élégantes méthodes de cette science, méthodes qui, après avoir 
vu le jour à l'École de Zurich, sont enseignées maintenant dans 
les Écoles Polytechniques d'Allemagne et dans les Écoles italiennes 
d'ingénieurs. 

Toutes les questions de statique théorique, aussi bien que celles 
qui se rapportent à certaines branches plus particulières de la 
pratique, sont résolues par Culmann d'une façon simple et uni- 
forme, qui se réduit au fond à la construction de deux figures 
qu'il appelle Krâftepolygon et Seilpolygon. Et, bien qu'il ne 
considère pas ces figures comme réciproques, dans le sens de la 
théorie de Maxwell, néanmoins elles le sont; en particulier, les 



(*) « When compared with algebraic methods, the simplicity and rapidity of 
exécution of the graphie method is vcry slriking; and algebraic methods applied 
to frames, such as the warren girders, in wich thcre are numcrous similar pièces, 
are found to resuit in fréquent clérical crrors, owing to the cumbrous notation 
wich is necessary, and especially owing to the necessary distinction between 
odd and even diagonals. » ' 

C-*) Die graphische Statik, Zurich, 1866. En 1875 a paru la 2" édition du 
tome I", avec de riches additions. Le lecteur est prié de lire la Préface de cette 
2» édition allemande ainsi que les n"» 81 et 82. La Statique graphique a donné 
naissance à toute une série d'Ouvrages plus élémentaires. Voyez : K. von Ott, Die 
GrundziXge des graphischen Rechnens und der graphischen Statik; Mûnchen, 
1871; — et le Chap. II de l'Ouvrage de F. Reuleaux, Le Constructeur (3* édition) ; 
Braunschweig, 1869;— L. Klasen, Graphische Ermittelung der Spannungen in 
den Hochbau- und Brùckenbau-Constructionen; Leipzig, 1878; — G. Hermann, 
Zur graphischen Statik der Maschinengetriebe ; Braunschweig, 1879; — G. Sy- 
DENAM Clarke, Thc principlcs of graphie Statics ; London, 1880; — J.-B. Ciialmers, 
Graphical détermination 0/ forces in engineering structures; London, 1881; — 
K. Stelzel, Grundziige der graphischen Statik und deren Anwendung auf den 
contitiuirlichen Tràger; Graz, 1882; — M. Macrer, Statique graphique appliquée 
aux constructions ; Paris, 1882; — et quelques Mémoires moins étendus et se 
rapportant à des questions particulières de MM. Moiir, IIarlaciier, W. Ritter, 
E. WiNKLER, etc. En Angleterre, outre les auteurs déjà cités, d'autres mathé- 
maticiens se sont occupés de la Statique graphique, comme cela résulte des Pro- 
ceedings of the London Matheinatical Society, t. III, p. 233, 320-322. Voyez 
encore G. U.nwin, Wrought iron bridges and roofs; London, 1869; et !a Note 
bibliographique finale. 
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constructions géométriques que Culmànn donne dans le Cha- 
pitre V de son Ouvrage, consacré aux systèmes réticulaires (das 
Fachwerk), concordent avec celles qui dériveraient des méthodes 
dues à Maxwell. 

Les constructions de Culmanh se rapportent encore à certains 
cas (qui ne sont pas traités par le géomètre anglais) dans lesquels 
il est impossible de construire des diagrammes réciproques. 

IX. — Le polygone des forces et le polygone funiculaire peuvent se ramener 
à deux diagrammes réciproques. 

Avant tout, je vais montrer que le Krâjtepolygon et le Seilpo- 
lygon {polygone des forces, et polygone funiculaire^ de 
CuLMANN peuvent se ramener à des diagrammes réciproques. 

Étant données dans un plan (que nous supposerons toujours 
être le plan orthographique) n forces P< , Pg, . . . , P,i en équilibre, on 
entend par polygone des forces, un polygone dont les côtés i ,2 . . ./i 
sont équipoUents (*) aux droites qui représentent ces forces (2). 

Prenons dans le même plan un point O que nous appellerons 
pôle du polygone des forces et projetons de ce pôle les sommets 
du même polygone; désignons par (r^) le rayon projetant de O le 
sommet commun aux deux côtés r et s. Le polygone funiculaire 
correspondant au pôle O est un polygone dont les sommets sont 
sur les lignes d'action (que nous appellerons 1.2. . .n) des forces 
Pi, P2, . .P/i, et dont les côtés sont respectivement parallèles aux 
rayons issus de O (3), de façon que le côté compris entre les lignes 
d'action des deux forces P^ et P^, est parallèle au rayon O (r^); 
nous le désignerons pour cela par le symbole (rs). 

Le polygone funiculaire sera fermé aussi bien que le polygone 
des forces. 

1° Cas des forces concourantes, — Si les lignes d'action des 
forces concouraient en un même point {fig- i ), nous aurions deux 
diagrammes réciproques, car les deux polygones pourraient être 



(') ÉquipoUents, c'est-à-dire égaux en grandeur, ayant la même direction et 
le même sens. Cette expression est empruntée à Bellavitis. 

(^) La position du premier côté de ce polygone est, du reste, tout à fait arbi- 
traire. 

C) La direction seule du premier côté de ce polygone est déterminée. 
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considérés comme les projections orthographiques de deux pyra- 
mides ayant chacune un angle polyèdre à n faces. 

Si les forces sont parallèles, le polygone des forces se réduit à 
une droite, ce qui correspond au cas où la base de la première 
pyramide est perpendiculaire au plan orthographique, et où le 
sommet de la seconde est à l'infini, ce qui revient à dire que le 
second polyèdre est un prisme ayant une seule base à distance 
finie. Ce cas est représenté par la Jig-. 2, dans laquelle les côtés 
du polygone des forces sont désignés non pas par un seul nombre, 
mais par deux nombres placés aux deux extrémités de chacun des 
segments; ainsi les segments 01, 12, 28, 34,... correspondent 
aux droites 1, 2, 3, 4 du second diagramme. 

Ici, comme dans la suite, nous adopterons dans le texte deux 
séries de numéros i, 2, 3. . .r. . .5. . . ; 1, 2, 3. • .r. . .S. • . pour 
distinguer les lignes d'un diagramme des lignes correspondantes 
de l'autre. 

1^ Cas des forces quelconques, — Examinons maintenant le 
cas général dans lequel les forces ne concourent pas en un même 
point. 

Prenons un second pôle O'^ joignons-le par des droites aux 
sommets du polygone des forces et construisons un second 
polygone funiculaire correspondant à ce nouveau pôle, c'est-à-dire 
un polygone dont les côtés soient parallèles aux rayons issus de O' 
et dont les sommets soient situés sur les lignes d'action des forces. 
Voyez les Jig. 3 et 5 dans lesquelles les rayons issus du second 
pôle et les côtés correspondants du polygone funiculaire sont 
représentés en traits discontinus. 

En opérant de cette façon, on voit bien clairement que le dia- 
gramme formé par le polygone des forces et les rayons projetants 
issus des points O et O' d'une part, et le diagramme formé par les 
deux polygones funiculaires et les lignes d'action des forces, d'autre 
part, sont deux figures réciproques. Le premier est la projection 
d'un polyèdre (*) formé de deux angles polyèdres à n faces, dont 
les faces correspondantes forment par leurs intersections respec- 



(*) Ce polyèdre a 3/i arêtes, 2/1 faces triangulaires, 2 angles polyèdres à /i faces 
et n angles tétraèdres; l'autre polyèdre a 3n arêtes, 2/1 angles trièdrcs, 2 bases 
qui sont des polygones de n côtés et n faces quadrilatères. 
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lives un polygone gauche (*) de n côtés; le second est la projec- 
tion d'un polyèdre compris entre deux polygones plans àen côtés, 
lels que les côtés de l'un rencontrent les côtés correspondants 
de l'autre. 

X. — Les points de rencontre des côtés correspondants de deux polygones 
funiculaires sont sur une ligne droite parallèle à la ligne des pôles. 

La droite qui, dans l'espace, réunit les sommets des deux angles 
solides à n faces du premier polyèdre est conjuguée de la droite, 
intersection des deux plans de base du second polyèdre. Il résulte 
de là et de la propriété qu'ont deux droites conjuguées de se pro- 
jeter orthographiquement suivant deux droites parallèles, que 
deux côtés correspondants quelconques (rs), (rs)' des deux poly- 
gones funiculaires, se coupent sur une droite fixe, parallèle à celle 
qui réunit les deux pôles O et 0^ 

Ce théorème est fondamental dans la méthode de Culmakn. 

XI. — Cas où les deux pôles des polygones funiculaires coïncident. 

Si nous faisons coïncider les pôles O et O', les côtés correspon- 
dants des deux polygones funiculaires sont parallèles {fig* 4)- 

Dans ce cas la droite qui joint les sommets des angles solides 
des deux polyèdres est perpendiculaire au plan orthographique, 
tandis que les bases du second polyèdre sont parallèles. 

XII. — Résultante d'un nombre quelconque de forces consécutives 

d'un système donné. 

1° La diagonale qui joint les sommets de deux angles tétraèdres 
du premier polyèdre (n® IX, § 2"), ou, ce qui est la même ehose, la 
diagonale qui joint deux sommets du polygone gauche, est conju- 
guée de l'intersection des faces quadrilatères correspondantes du 
second polyèdre, laquelle réunit le point commun à deux côtés 
de l'une des bases, au point commun aux deux côtés correspon- 
dants de l'autre base. En projection orthographique, la première 



(') Il est évident de soi-même que, si ce polygone devient une courbe conti- 
nue, le polygone des forces et les polygones funiculaires deviennent la courbe des 
forces tl les courbes funiculaires d*un système continu (plan) de forces. 
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droite est une diagonale passant par deux sommets (r.r-+-i), 
(s.s-\-i) du polygone des forces, c'est-à-dire une droite équiva- 
lente à la résultante des forces Pr+i, Pr+21 •••? Pj', la seconde 
droite est la ligne d'action de la même résultante. 

Donc la ligne d'action de la résultante d'un nombre quelconque 
deforcesconsécutivesPr+4,Pr-f2, • • • ,P^, passe parle point commun 
aux côtés (r^r + l)(s, S-h 1) du polygone funiculaire : autre 
théorème fondamental de la Statique graphique. \^Voyez comme 
exemple {Jig> 3) la résultante des forces 6, i, 2]. 

2° Si la diagonale considérée du premier polyèdre est perpendi- 
culaire au plan orthographique, la droite conjuguée est à l'infini. 
Alors, deux sommets du polygone des forces (r,r -f- i), (5, 5 -H i ) 
coïncident en un même point A {voir la Jig, 5, dans laquelle 
r = I, 5 = 4) et les côtés (r, r-h 1), (s,S-|- 1) de chacun des 
polygones funiculaires sont parallèles. 

La résultante des forces, Pr+n • • • , Pr+2» • • • > Pj a donc une 
grandeur infiniment petite et sa ligne d'action est la droite à Tin- 
fini du plan orthographique : c'est par conséquent une force 
infiniment petite, située à l'infini, équivalente à un couple de 
forces agissant suivant les côtés parallèles précités du polygone 
funiculaire et représentées en grandeur par la droite qui joint 
le pôle correspondant O au point A. Comme ces deux forces sont 
équivalentes au système des forces Pr_|_«,Pr+2? ••v P^? celle qui agit 
suivant le côté (r, r -4- 1) est dirigée de A vers O ; et celle qui agit 
le long du côté (s,S + 1) est dirigée de O vers A. 

XIII. — Porisme de Pappus. 

Étant données des forces P^, P2, P3 . • • , ^n-\ (n® IX), les deux 
polygones (celui des forces et le polygone funiculaire) servent à 
déterminer la force P,i, égale et opposée à la résultante des forces 
données {voir \di Jig, 3 dans laquelle n = 5). En efl'et, construi- 
sons une ligne brisée 1, 2, 3. . ., (n — 1), dont les côtés soient 
équipoUents aux forces données; il est clair que la droite n qui 
joint l'extrémité de la ligne brisée à son origine est équivalente 
à P,|. Prenons un pôle O, et construisons un polygone funiculaire 
dont les n — i sommets 1,2,3, ..., (n — 1) se trouvent sur les 
lignes d'action des forces données P|, P2, . . ., P„_i, et dont les 
côtés (n,l) (1,2) (2,3). . .(n — 1; n) soient respectivement pa- 
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rallèles aux rayons qui projettent, de O, les sommets homonymes 
du premier polygone. La droite qui passe par le dernier sommet 
n du polygone funiculaire, c'est-à-dire par le point de concours du 
premier côté (ll,l) et du dernier (n — 1,11) et qui est parallèle au 
dernier côté n du polygone des forces, est la ligne d'action de P/^. 
Supposons que le premier côté du polygone funiculaire doive 
passer par un point fixe et que nous fassions mouvoir le pôle O 
sur une ligne droite ; les autres côtés tourneront alors autour d'autant 
de points fixes alignés ainsi que le premier sur une droite parallèle 
à celle que décrit le pôle (n** IX, 2®). Cet énoncé rentre dans le 
célèbre porisme de Pappus : 

« Si m-\- i droites, situées arbitrairement sur un plan s^ entrecoupent 
dune manière quelconque, et qu^ ayant rendu fixes les m points d^in- 
tersection qui appartiennent à Vane déciles, choisie à volonté, on fasse 
mouvoir toutes les autres autour de ces points respectifs, pris pour pôles, 
tandis que m, — \ points de leurs intersections mutuelles, qui n*appar- 
tienncnt, en tout ou en partie, ni aux trois somm,ets dun même triangle y 
ni aux quatre sommets d'un même quadrilatère, etc., sont astreints à 
demeurer sur un nombre égal de droites données , prises pour direc- 
trices; toutes les intersections restantes des droites mobiles, en nombre 
triangulaire, décriront séparément d'autres lignes droites qui seront 
ainsi données de position en même temps que les directrices (i). » 

XIV. — Propriétés des polygones funiculaires dont les pôles occupent des 
positions quelconques dans un plan. 

Si nous considérons le point O comme susceptible d'occuper 
toutes les positions possibles dans le plan, les propriétés des deux 
polygones (celui des forces et le polygone funiculaire) peuvent se 
résumer dans l'énoncé géométrique suivant : 

Soient dans un plan un potygone de n côtés \, 2^ 3, ... 

(*) L'énoncé que nous donnons est la paraphrase du porisme de Pappus, faite 
par PoNCELET, au n° 498 de son Traité des propriétés projectivès ; Paris, 1822. Le 
texte original, que nous citons ci-dessous, se trouve dans la Préface du Livre VII 
de l'Ouvrage intitulé : Mathematicœ collectiones, édition de Commamdino ; Venise, 
1859. 

« Si quotcumque rectse lineae sese mutuo secent, non plures quam duae per idem 
punctum, omnia autem in una ipsarum data sint, et reliquorum multitudinem 
habentium triangulum numerum, liujus latus singula habet puncta tangentia 
rectam lineam positione datam, quorum trium non ad angulum existens trianguli 
spatii unumquodque reliquorum punctum rectam lineam positione datam tan- 
eet. » 
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[n — i)^ n,et n — i droites 1; 2^ 3, . . . (n — 1) respectivement 
parallèles aux n — \ premiers côtés du polygone. D^ un point O 
pris comme pôle et mobile d^une façon quelconque dans le 
plan, projetons les sommets du polygone donné. Imaginons 
ensuite un polygone variable de n côtés dont les n — i premiers 
sommets 1^ 2, 3, ... (n — 1) se trouvent sur les droites homo- 
nymes correspondantes, tandis que les n côtés (n, 1), (1, 2), 
(2, 3) • . . (n — Ij n) sont parallèles aux rayons qui projettent 
les sommets homonymes du pôle donné. Le point de rencontre 
de deux côtés quelconques (r, r4- 1), (s, S -+- 1) du polygone 
variable se trouvera sur une droite déterminée^ parallèle 
à la diagonale qui joint les sommets (r, r -f- i)? (5, 5+1) du 
polygone donné. 

Ce théorème, dont la démonstration au moyen des ressources 
seules de la Géométrie plane ne semble pas aisée, résulte au con- 
ti'aire, directement et d'une façon évidente, de la considération des 
deux figures planes comme projections orthographiques de deux 
polyèdres réciproques. 

XV. — Polyèdres réciproques correspondant aux deux figures r^atives 
à un système de forces. 

Le polygone des forces est la projection d'un polygone plan 
ou d'un polygone gauche, suivant que les forces P concourent ou 
non en un même point. Comme on l'a vu au n° IX, 1°, dans le pre- 
mier cas, les deux diagrammes réciproques sont formés l'un par le 
polygone des forces et le pôle O, l'autre par les lignés d'action des 
forces et par le polygone funiculaire correspondant au pôle O. 
Dans le second cas, on complète le premier diagramme par un 
autre pôle O' et le second par le polygone funiculaire correspon- 
dant à O'; cependant on a vu (n** XI) que les deux pôles peuvent 
coïncider, et que, dans ce cas, le premier diagramme devient aussi 
simple que possible. Mais, si l'on veut simplifier le second, il faut 
transporter le pôle O' à l'infini dans une direction arbitraire; le 
polyèdre, dont le premier diagramme est la projection orthogra- 
phique, aura alors à l'infini le sommet de l'un de ses angles po- 
lyèdres; et comme le plan polaire d'un point à l'infini est paral- 
lèle à l'axe central, le polygone funiculaire correspondant à O' 
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aura tous ses côtés alignés sur une même droite (dont le point à 
rinfîni est O'). La position absolue de cette droite dans le plan 
orthographique étant encore arbitraire, nous pouvons la reporter 
à l'infini. 

On arrive à un résultat encore plus simple de la façon suivante : 

Supposons que l'un des angles polyèdres du premier solide se 
trouve au point à l'infini de l'axe central ; dans le premier dia- 
gramme le pôle O paraît seul, puisque les arêtes correspondant 
à l'autre angle polyèdre se projettent orthographiquement sur les 
sommets du polygone des forces. 

Le plan polaire du sommet O' est maintenant à l'infini ; donc 
le second polygone funiculaire se trouve tout entier à l'infini. 
(Voirn^Y.) 

Nous concluons de là que la forme la plus simple sous laquelle 
il soit possible de considérer^ comme diagrammes réciproques, le 
polygone des forces et le polygone funiculaire, relatifs à un sys- 
tème de forces en équilibre, situées dans un même plan (le plan 
orthographique), mais ne concourant pas en un même point, est 
la suivante : l'un des diagrammes est formé par le polygone des 
forces et les rayons projetant ses sommets d'un pôle O, et l'autre 
par les lignes d'action des forces, le polygone funiculaire relatif 
au pôle O et la droite de l'infini; le premier diagramme n'est 
autre que la projection d'un polyèdre dont les faces s'obtiendraient 
en projetant les n côtés d'un polygone gauche perpendiculaire- 
ment au plan orthographique, ou d'un point pris à l'infini. 

Le polyèdre réciproque, qui a pour projection le second dia- 
gramme, est la portion infinie de l'espace, limitée par un polygone 
et n plans passant par les côtés de ce polygone et prolongés jus- 
qu'au plan de l'infini. 

XVI. ~ Les projections orthographiques de certaines surfaces polyédriques 
sont les figures réciproques relatives aux travures réticulaires. 

Passons maintenant à l'étude de diagrammes plus compliqués, 
qui se présentent dans la théorie des travures réticulaires (*). 



(*) Nous appelons travure réticulaire un système plan de barres rectilignes 
réunies à leurs extrémités par articulations : le système est supposé soumis à 
des forces extérieures appliquées aux articulations (nœuds). Alors chaque barre 
est assujettie à une force intérieure longitudinale (traction ou compression). 
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Considérons deux surfaces polyédriques ou deux calottes polyé- 
driques S et S' réciproques, dont les bords soient deux polygones 
gauches fermés (* ) ; soit II un polyèdre ayant pour base la surfaceS, 
pour sommet un point Û, pris arbitrairement dans l'espace et pour 
faces latérales celles qui sont déterminées par des plans passant 
par le sommet et les côtés successifs du bord de la calotte S; 
soit II' le polyèdre réciproque de II, c'est-à-dire le polyèdre limité 
par la surface S', le plan polaire w de û et les plans des angles du 
bord de S'. Projetons orthographiquement les deux polyèdres et 
nous aurons deux diagrammes réciproques, que nous allons main- 
tenant étudier. 

Supposons que le bord de la surface S ait n côtés et que cette 
surface ait m autres arêtes (2), et p faces. Le polyèdre II aura 
n-\-p faces et 2/1 H- m arêtes; par conséquent, le nombre de ses 
sommets sera m-\- n — /? -+- 2 : par conséquent, S a en dehors de 
son bord m — p -+- i sommets (3). 

Réciproquement, U! aura m-\- n — p + 2 faces, n -{-p sommets 
et 2/1-1- m arêtes. 

Supposons maintenant que la projection de S' soit la représen- 
tation d'une travure réticulaire possédant/? nœuds et formée de m 
barres rectilignes, et que les forces externes qui lui sont appli- 
quées aient pour lignes d'action les projections des arêles du bord 
de S' et soient représentées en grandeur par les n côtés du poly- 
gone qui est la projection du bord de S (*). Alors la projection 
de la face de S', qui est dans le plan w, sera le polygone funiculaire 
des forces externes correspondant au pôle O, projection de Q, et 
les projections des m arêtes de S, n'appartenant pas au bord de la 
calotte, représenteront la valeur des forces internes auxquelles sont 
soumises les barres correspondantes de la travure, sous l'action 
du système des forces externes. 



(') Si le bord de S est un polygone plan de n côtés, celui de S' sera un point, 
sommet d'un angle polyèdre à n faces. 

(') On aura évidemment m^n. 

(") Donc m ne saurait être inférieur à /? — i. 

{*) Pour cela S ne devra avoir aucun sommet à l'infini, ce qui revient à dire 
qu'il est nécessaire que L' n'ait aucune face perpendiculaire au plan orthogra- 
phique. 



Les Fig, récipr. 
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XVII. — Cas où le pôle û s'éloigne à l'Infini. 

Si le point Û s'éloigne à l'infini dans une direction perpendicu- 
laire au plan orthographique^ le plan o> ira coïncider avec le plan 
de l'infini, alors le premier diagramme se réduira à la projection 
de S, c'est-à-dire à l'ensemble des droites qui représentent les 
grandeurs des forces externes et des forces internes ; et le second 
diagramme, en en retranchant le polygone funiculaire, ne con- 
tiendra plus que le dessin de la travure (c'est-à-dire les lignes 
d'action des forces internes) et les lignes d'action des forces 
externes. Dans les figures qui accompagnent le texte, le premier 
diagramme est indiqué par la lettre b et le second par la 
lettre a. 

XVIII. — Cas où toutes les forces sont parallèles. 

Si les forces externes sont toutes parallèles entre elles, comme 
cela arrive assez fréquemment dans la pratique, le bord de S sera 
un polygone contenu tout entier dans un plan perpendiculaire au 
plan orthographique; et alors les côtés du polygone des forces 
externes seront tous situés sur une seule et même ligne droite. 

XIX. — Autres cas particuliers offrant des diagrammes dégénérés. 

Les diagrammes peuvent être formés de figures polygonales 
dégénérées provenant de dégénérations analogues des figures de 
l'espace. 

Supposons, par exemple, que Ton ait dans l'espace un angle 
solide tétraèdre, auquel correspondra, dans la figure réciproque, 
une face quadrilatère; que deux arêtes {non opposées) de Tangle 
solide aillent en se rapprochant indéfiniment l'une de Taulre jus- 
qu'à ce qu'elles se confondent. L'angle solide tétraèdre sera rem- 
placé par un système composé d'un angle trièdre et d'un plan passant 
par l'une de ses arêtes; et par conséquent la face quadrilatère delà 
figure réciproque aura deux côtés, iqui, tout en ayant un sommet 
commun, seront superposés et dirigés, soit dans le même sens, 
soit en sens contraire. 

En passant des figures de l'espace à leurs projections orthogra- 
phiques, on aura dans l'un des diagrammes un point d'où partiront 
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quatre droites, dont deux seront superposées, et dans l'autre un 
quadrilatère ayant trois sommets en ligne droite (*). 

ZZ. — Calcul graphique des travures réticulaires. Ordre cyclique. 
Construction des diagrammes. 

Étant donnés le dessin d'une travure rétieulaire et le système de 
forces externes, il faut, avant tout, construire le polygone de 
ces forces, c'est-à-dire un polygone dont les côtés soient équi- 
poUents aux forces externes. Dans les figures, jointes au présent 
opuscule, les forces externes et les côtés du polygone sont indiqués 
par les numéros 1, 2, 3,...^ de telle sorte qu'en parcourant le con- 
tour du polygone dans l'ordre croissant des numéros chacun des 
côtés soit parcouru dans le sens delà force qu'il représente. Cette 
façon de parcourir le polygone s'appellera Vordre cyclique du 
contour. 

Lorsqu'on veut construire le diagramme réciproque de celui 
qui est formé par les barres de la travure et par les lignes d'action 
des forces externes, Tordre dans lequel on doit considérer les 
forces n'est pas arbitraire; cet ordre peut se déterminer par les 
considérations suivantes : 

Dans le polygone des forces externes, qui fait partie du 
diagramme b, les côtés équivalents à deux forces seront adja- 
cents, lorsque les lignes d'action de celles-ci appartiendront 
au contour d'un même polygone du diagramme a, car ce 
polygone correspond au sommet qui est commun à ces deux 
côtés. 

On donnera donc l'indice 1 à Tune quelconque des forces ex- 
ternes; la ligne d'action de la force choisie d'avance est un côté 
commun à deux polygones du diagramme a; chacun de ceux-ci 
possède dans son propre contour la ligne d'action d'une autre force 
externe; ces deux forces externes peuvent donc être regardées 
comme contiguës à la force 1 et il sera indifférent d'attribuer à 
l'une ou à l'autre l'indice 2; mais alors l'autre aura l'indice n, si n 
est le nombre des forces externes. 



(*) On peut voir des exemples de ces formes dégénérées à la page 44} et dans les 
deux premières planches du Mémoire déjà cité du professeur Fleeaii:<g-Jenkin; 1869, 
et dans Isijig. 9 de nos planches. 
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Ceci posé, il ne reste plus rien d'arbitraire dans l'ordre dans 
lequel on devra disposer les côtés du polygone des forces externes. 

Supposons que les nœuds, auxquels sont appliquées les forces 
externes, se trouvent tous sur le contour du dessin de la travure (*), 
ces forces devront être prises dans l'ordre dans lequel on les ren- 
contre en parcourant le contour. Quand bien même on ne suivrait 
pas ces règles, et celles que nous avons indiquées plus haut, on 
pourrait encore déterminer graphiquement les forces internes, 
mais on n'aurait plus deux diagrammes réciproques, et les, figures 
seraient plus compliquées, puisqu'un même segment, ne se trou- 
vant plus à sa place, devrait être répété ou reporté ailleurs en vue 
des constructions ultérieures (2); cela arrivait du reste avec l'an- 
cienne méthode, consistant à construire séparément aulant de 
polygones des forces qu'il y avait de nœuds dans la travure. 

Le polygone des forces externes une fois construit, on com- 
plète le diagramme b, en construisant successivement les polygones 
qui correspondent aux différents nœuds de la travure. 

Le problème qui consiste à construire un polygone dont 
les côtés aient des directions données est déterminé toutes 
les fois que deux de ses côtés seulement sont inconnus. C'est pour 
cela que l'on devra commencer par un nœud par lequel passent 
seulement trois droites : les lignes de résistance de deux barres 
et la ligne d'action d'une force externe. Le segment équipollent à 
cette force sera un côté du triangle correspondant à ce nœud, et 
par conséquent on pourra construire le triangle. 

La construction ne présentera aucune ambiguïté, si l'on se sou- 
vient qu'à une barre de la travure qui appartient au contour d'un 
polygone du diagramme a, en même temps que les lignes d'action 
de deux forces externes, correspond dans le diagramme b une 



(•) Le contour de certaines travures (ponts) est composé de deux systèmes 
de barres, l'un supérieur, l'autre inférieur. Les barres qui réunissent les nœuds 
de l'un des systèmes à ceux de l'autre s'appellent étrésillons ou bracons, lorsque, 
en les considérant comme dirigées de haut en bas, elles sont inclinées de gauche à 
droite et contre-étrésillons ou contre-bracons lorsqu'elles sont inclinées en sens 
contraire. Nous appellerons poinçons les étrésillons verticaux. 

(') Pour cette raison, les fig. i et 3 de la PI. JCVI de l'atlas de la Statique 
graphique, de Culmans, ne sont pas réciproques, et il en est de même des /Ig. 7 
et 7j de la PI. XIX, etc.; au contraire, les diagrammes 168 et 169 de la page 422 
(1" éd.) du texte sont parfaitement réciproques, etc. 
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droite passant par le sommet commun aux côtés équivalents à ces 
deux forces. 

On passera successivement aux autres nœuds de façon que, 
pour chaque nouveau polygone à construire, on n'ait que deux 
côtés inconnus. 

Dans les figures que nous présentons, toutes les lignes de 
chacun des diagrammes sont accompagnées de chiffres indiquant 
l'ordre dans lequel on a fait les opérations. 

« Ces figures peuvent^ être dessinées en quelques minutes, tandis que 
l'évaluation algébrique des réactions, quoique n'offrant aucune difficulté 
mathématique, est singulièrement propre à. devenir une cause d'erreurs, 
par suite de la complexité même des notations (i). » 

XXI. — Cas d'indétermination et d'impossibilité. 

Une étude superficielle pourrait faire croire possible et déter- 
minée la solution du problème, même dans des cas où il n'existe 
dans la travure (^) aucun nœud auquel viennent aboutir trois 
droites seulement. 

Supposons, par exemple, que le dessin de la travure soit formé par 
les côtés 5. 6.7. 8 d'un quadrilatère et par les droites 9.10.11.12, 
qui joignent ses sommets à un cinquième point et que chacune 
des forces externes 1.2.3. 4, soit appliquée aux sommets (8. 5.9.), 
(5. 6. 10), (6. 7. 11), (7. 8. 12) du quadrilatère (3). Construisons 
le polygone des forces externes i. 2. 3. 4 et par chacun des points 
(i. 2), (2. 3), (3. 4)> (4« menons les droites indéfinies 5. 6. 7. 8. 

Le problème revient maintenant à construire un quadrilatère 
dont les côtés 9. 10. 11. 12 soient respectivement parallèles aux 



(*) « The figure can be drawn in five minutes, where as the algebraic compu- 
tation of the stresses, though ofTering no mathematical difficulty, is singularly 
apt from mère complexity of notation, to resuit in error. » Ainsi s'exprime le 
professeur Fleeming-Jknkin, à la page 44^ du volume déjà cité des Transactions 
d'Edimbo urg . 

(^) Supposée triangulaire, comme partout dans cet écrit : voir V Appendice, 
§ IX et XIV. 

(^) Ces considérations seraient encore vraies si la travure était formée d'un 
polygone quelconque et des droites qui en joindraient les sommets à un point 
fixe. 

Nous n'avons pas construit les figures relatives à ce paragraphe, car le lecteur 
pourra y suppléer facilement. 
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lignes homonymes du diagramme donné, et dont les sommets 
(9. 10), (10. Il), (11. 12), (12. 9) se trouvent respectivement sur 
les droites 5, 6, 7, 8. Le problème qui consiste à construire un 
quadrilatère dont les côtés aient des directions données (ou passant 
par des points donnés d'une même droite), et dont les sommets se 
trouvent sur des droites fixes, admet, en général, une solution et 
une seule. On pourrait donc croire, au premier abord, que le 
diagramme des forces est parfaitement déterminé. 

Maison voit bien vite qu'il n'en est rien, si l'on se rappelle que ce 
problème de Géométrie offre certains cas d'impossibilité et d'indé- 
termination. En effet, supprimons l'une des conditions, et n'assu- 
jettissons le quadrilatère qu'à avoir ses côtés parallèles à des direc- 
tions données, et ses trois premiers sommets, sur les droites 
données 5, 6, 7^ alors le quatrième sommet décrira (*) une droite 
r; le point de rencontre de cette droite avec la droite donnée 8, 
étant pris comme quatrième sommet, devrait donner la solution du 
problème. 

Maintenant, si les données de la question sont telles que r est 
parallèle à 8, nous arrivons à une impossibilité ; et si nous nous 
plaçons dans l'hypothèse encore plus particulière où r viendrait 
se confondre avec 8, le problème est indéterminé et l'on a une infi- 
nité de quadrilatères satisfaisant aux conditions du problème. 

Pour être parfaitement convaincu que, dans la construction du 
diagramme réciproque du diagramme donné, on se trouve en pré- 
sence, soit d'une indétermination, soit d'une impossibilité, il suffit 
de réfléchir que, si l'on considère le diagramme donné comme 
étant le polygone des forces dont les grandeurs sont représentées 
parles segments 5. 6. 7, 8, le pôle de ce polygone étant le point 
(9. 10. 11. 12), la figure cherchée (9. 10. 11. 12) n'est autre que 
le polygone funiculaire correspondant; or, pour que la construc- 
tion du polygone funiculaire soit possible, il est nécessaire que 
les forces soient en équilibre : si donc on suppose données les 
grandeurs 5, 6, 7, 8 de ces forces et les lignes d'action 5, 6, 7 de 
trois d'entre elles, la ligne d'action de la quatrième est parfaite- 
ment déterminée et n'est autre que la droite r dont nous avons 
déjà parlé. Donc si r et 8 ne coïncident pas, les forces fictives 

(') PoNCELET, Traité des propriétés projectiles ; Paris, 1822, n* 500. 
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5, 6, 7, 8 ne sont pas en équilibre, mais sont équivalentes à une 
force infiniment petite située à l'infini, et le problème est impos- 
sible; si, au contraire, r et 8 coïncident, c'est-à-dire si les forces 
fictives sont en équilibre, le problème est indéterminé, puisque, 
pour un système de forces et pour un pôle donnés, on peut 
construire une infinité de polygones funiculaires (n** XI). 

Dans le premier de ces deux cas, on obtiendrait l'équilibre en 
adjoignant aux forces 5, 6» 7, 8, une force égale et contraire à 
leur résultante infiniment petite, située à l'infini, c'est-à-dire en 
considérant le polygone 5.6.7.8, non pas comme la projection 
d'un quadrangle, mais bien d'un pentagone dont deux sommets 
consécutifs se projeteraient en un même point (7.8.12). Alors 
la droite 12 serait la projection de deux droites distinctes de l'es- 
pace, et par conséquent dans le diagramme réciproque, au point 
(6,10,11,12) correspondrait un pentagone ouvertg. lo. ii.i2. 12' 
ayant ses sommets (9. 10), (10. ii),(ii . i2),(ia'.9) situés respec- 
tivement sur les droites 5,6,7,8 et son sommet (12.12') à l'infini. 

XXII. — Détermination des barres tendues et des barres comprimées. 

Chaque barre rectiligne de la travure est la ligne d'action de 
deux forces égales et opposées, appliquées respectivement aux 
deux nœuds ou sommets que réunit la barre considérée. La gran- 
deur commune de ces forces, c'est-à-dire la mesure de l'eflbrt 
qu'elles exercent sur la pièce, est donnée par la longueur de la 
droite correspondante du diagramme b. Ces deux forces peuvent 
être considérées comme actions ou comme réactions et, pour passer 
d'un cas au cas inverse, il suffit de renverser le sens de ces deux 
forces. 

En les considérant comme actions y si elles agissent de leur 
point d^ application vers Vintérieur de la barre, on dit que 
celle-ci est pressée ou comprim,ée; si elles agissent au contraire 
vers V extérieur y la barre est dite tendue ou soumise à Vexten- 
sion. 

Toute pièce soumise à la compression s'appellera arbalétrier \ 
toute pièce soumise à l'extension s'appellera tirant (*). 



(') Dans les figures qui se trouvent à la fin de cet Opuscule, les tirants sont 
dessinés en lignes plus déliées que celles qui représentent les arbalétriers. Dans 
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Chaque nœud de la travure est le point d'application d'un 
système de trois forces, au moins, en équilibre; l'une de celles-ci 
peut être une force externe, toutes les autres étant les réactions 
qui se développent dans les pièces qui viennent concourir au 
sommet considéré. Il suffira de connaître le sens de Tune des 
forces du système pour obtenir le sens de toutes les autres. Or 
deux cas peuvent se présenter : 

Si une force externe est appliquée au sommet considéré, et si 
l'on parcourt le côté correspondant dans le sens de cette force, 
chacun des autres côtés du polygone des forces sera parcouru 
dans le sens qui convient à la force interne correspondante, con- 
sidérée comme réaction appliquée au sommet considéré. Si, au con- 
traire, on désire avoir le sens dans lequel agissent les forces 
internes considérées comme actions, il suffira de renverser le sens 
de la force externe. 

Si des forces internes seules sont appliquées au nœud considéré, 
il suffira de connaître le sens de l'une d'elles pour obtenir par 
le même procédé que ci-dessus le sens de chacune des autres. 

On appelle ordre cyclique du contour d'un polygone du dia- 
gramme b celui qui correspond aux forces internes considérées 
comme actions. 

On voit donc que, en commençant par un sommet auquel se 
trouve appliquée une force externe, on peut arriver à déterminer 
successivement la grandeur et le sens de toutes les forces internes. 
En considérant l'une des forces internes comme action appliquée 
à l'un des xleux sommets entre lesquels elle agit, on reconnaîtra 
bien vite si la barre comprise entre les mêmes sommets est com- 
primée ou tendue. 

(chacune des droites du diagramme b est un côté commun à 
deux polygones; en parcourant le contour de ceux-ci dans leur 
ordre cyclique respectif, ce côté sera parcouru une fois dans un 
sens et une autre fois en sens contraire (^). 

les figures de Culmakn et de Reuleadx, les arbalétriers sont figurés par les lignes 
doubles et les tirants par des lignes simples. 

(•) Cette propriété est en concordance avec celle appelée Loi des arêtes 
(Kantengesetz) dans les polyèdres possédant une surface interne et une surface 
externe. Voyez Monius, Ueber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders (dans 
les Berichte de la Société des Sciences de Leipzig, i865, p. 33 et' suivantes), et 
Baltzer, Stereometria, p. 147 de la traduction italienne, 2* édition; Gènes, 1877. 
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Cela tient à ce que la droite considérée représente deux forces 
égales et opposées agissant le long de la barre correspondante de 
la travure. 

XXIII. — Théorème sur les aires des diagrammes. 

On sait que la somme algébrique des projections des faces d'un 
polyèdre est égale à zéro. En appliquant ce théorème au po- 
lyèdre n (n° XVI) et en remarquant que la projection de la sur- 
face S est formée des polygones du diagramme b, correspondant 
aux nœuds de la travure, tandis que la projection du reste de la 
surface du polyèdre II n'est autre chose que le polygone des forces 
externes, on arrive à ce résultat que : 

En regardant comme positive ou négative Vaire d^un poly- 
gone, suivant que cette aire se trouve à gauche ou à droite 
d^un observateur qui parcourrait son contour dans Vordre 
cyclique qui lui convient y la somme des aires des polygones du 
diagramme b qui correspondent aux]^ nœuds de la travure est 
égale et de signe contraire à Vaire du polygone des forces 
externes. 

Maxwell est arrivé par une autre méthode à l'énoncé de ce théo- 
rème et il l'a démontré pour une travure plane quelconque, qu'il 
soit possible ou non de construire le diagramme des forces (^). 

XXIV. — Méthode des sections et des moments statiques. 

La méthode des sections, généralement employée dans l'étude 
des systèmes déformables, fournit un moyen précieux de vérifi- 
cation. 

Si Von suppose que Von fasse dans la travure une section 
idéale, dans chacune des parties obtenues y les forces externes et 
les réactions des pièces rencontrées par la section se font équi- 
libre. 

Si trois seulement de ces réactions sont inconnues, on peut 
les déduire de la condition d'équilibre, puisque le problème qui 
consiste à décomposer une force P en trois composantes dont les 

(*) Mémoire de 1870, p. 3o, ..., déjà cité. 
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lignes d'action 1,2,3 sont données et forment avec 0, ligne d'ac- 
tion de P, un quadrilatère plan complet est déterminé et admet une 
seule solution. En effet {fig* 6), il suffît de mener une des diago- 
nales du quadrilatère, par exemple la droite 4 qui réunit les 
points (0 . 1), (2 . 3), de décomposer la force donnée en deux cona- 
posantes suivant les droites 1,4 (et l'on y arrive, en construisant 
le triangle des forces 0,4,1, dont le côté o est donné en grandeur 
et direction) ; et enfin de décomposer la force 4 suivant les droites 
2 et 3 (en construisant de même le triangle des forces 4? 3, 2). 

Cette méthode, qui pourrait s'appeler iï/^^Aorfe statique, suffit à 
elle seule pour la détermination graphique des forces internes, 
aussi bien que la méthode géométrique, exposée précédemment, 
qui se déduit de la théorie des figures réciproques et qui exige la 
construction successive des polygones correspondant aux diffé- 
rents nœuds de la travure. La méthode statique paraît cependant 
moins simple , et il semble qu'elle doive plutôt être utile en com- 
binaison avec la première, dont elle permet de vérifier rapidement 
[es constructions. Les forces externes appliquées à une portion 
de la travure, obtenue par une section quelconque, et les réactions 
des pièces coupées doivent jouir de cette propriété, que les lignes 
correspondantes du diagramme b forment un polygone fermé. Ce 
polygone doit être la projection d'un polygone fermé et non pas 
d'une figure dont les extrémités soient situées sur une droite per- 
pendiculaire au plan orthographique : cette condition exige que le 
polygone gauche réciproque soit fermé, c'est-à-dire que l'on 
puisse réunir les lignes correspondantes du diagramme a par un 
polygone funiculaire fermé. 

On peut encore présenter sous une autre forme la méthode des 
sections. En représentant encore par la résultante de toutes les 
forces connues appliquées à la portion considérée de la travure 
et par 1,2,3, les trois réactions inconnues, la somme des mo- 
ments de ces quatre forces par rapport à un point quelconque 
est nulle. Donc, en prenant comme centre des moments le point 
de rencontre de deux lignes de résistance, par exemple le point 
(2.3), le moment de la troisième réaction 1 sera égal et opposé 
au moment de la force 0. On obtient donc, entre quatre grandeurs 
(les deux forces et leurs bras de levier), une proportion dans 
laquelle la seule inconnue est la grandeur de la force 1. C'est en 
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cela que consiste la méthode des moments statiques dont on se 
sert lorsque l'on veut calculer numériquement (et non pas con- 
struire graphiquement) les forces internes qui se développent dans 
les différentes barres des Iravures réticulaires (*). 

XXV. — Application des méthodes précédentes à l'étude de quelques 

exemples. 

i"* Passons maintenant à l'étude de quelques exemples propres 
à mettre en évidence la simplicité et l'élégance de la méthode gra- 
phique. On n'a pas recherché dans les travures que l'on va étudier 
la régularité et la symétrie de forme, quoique dans la pratique on 
ne renonce presque jamais à ces deux conditions. Mais les formes 
symétriques de la pratique ne sont que des cas particuliers des 
formes irrégulières qu'étudie la Géop)étrie abstraite. C'est pourquoi 
l'étude que l'on va faire permettra de traiter tous les cas qui 
pourront se présenter dans la pratique. Dans la suite, l'expression 
de travure réticulaire sera prise dans le sens général et théorique 
que Maxwell attribue au mol f rame: 

« On entend ^^t frame un système de barres réunissant un nombre quel- 
conque de points. On appelle 5f(^-/ram« un système dans lequel la distance 
entre deux points quelconques ne peut être altérée qu'en changeant la lon- 
gueur d'une ou de plusieurs barres du système (*). » 

On étudiera ici seulement les figures planes et formées par des 
triangles justaposés. 

2" Soient 1,2,3. . .,10 {fig* 7îa) un système de dix forces 
externes en équilibre; construisons le polygone des forces corres- 
pondant et projetons ses sommets d'un pôle arbitraire o [fig* 7 (b) 
dans laquelle le polygone des forces est représenté par des lignes 
doubles]. Traçons ensuite un polygone funiculaire dont les côtés 
soient respectivement parallèles aux rayons projetants successifs 
issus de o(Jig, b) et dont les sommets se trouvent sur les lignes 
d'action des forces 1,2,..., 10. Les forces considérées sont appli- 



O Voyez A. Ritter, Elementàre Théorie und Berechnung eiserner Dach- 
und Briicken-Constructionen, a* édition ; Hannover, 1870. 

(*) « A frame is a System of Unes Connecting a number of points. A stiff-frame 
is one in which the distance between any two points cannot be altered without 
altering without the length of one or more of the Connecting lines of the frame. » 
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quées aux différents sommets d'une travure réticulaire, dont les 
barres sont indiquées par des numéros croissant depuis 11 jus- 

qu'à 27 {fig. a). 

On commence par construire le triangle correspondant au nœud 
(10.11.12) en menant par les extrémités de la droite lo deux 
droites 11,12 respectivement parallèles à 11 et 12 ; et l'on remarque 
que la droite 11 doit passer par le point (i.io) puisque, dans le 
diagramme a, les lignes 1, 10, 11 appartiennent au contour d'un 
même polygone (*) et que, pour la même raison, 12 doit passer par 
le point (9.10). En parcourant le contour du triangle ainsi obtenu, 
dans un sens contraire à celui de la force 10, on obtient le sens 
des actions qui s'exercent sur le nœud que l'on considère, le long 
des lignes 11 et 12; on voit ainsi que la pièce 11 est soumise à 
à la compression et la pièce 12 à la tension. 

Construisons le quadrilatère correspondant au sommet auquel 
est appliqué la force 9, et pour cela, menons i3 par le point 
(11. 12) et 14 par le point (8. 9). La barre 13 est comprimée; la 
barre 14 est distendue. 

Construisons le pentagone correspondant au nœud auquel est 
appliquée la force 1, en menant i5 par le point (i3. i4) et 16 par 
le point (i. 2). Le pentagone ainsi obtenu est entrelacé. 

La barre 15 est distendue, la barre 16 comprimée. 

Construisons le pentagone correspondant au sommet auquel est 
appliquée la force externe 8; pour cela, menons la ligne 17 par le 
point (i5. 16) et la ligne 18 par le point (7. 8). La barre 17 est 
comprimée, la barre 18 distendue. 

En continuant de la sorte on trouve toutes les autres forces 
internes. La dernière construction partielle donne un triangle qui 
correspond au point d'application de la force 5. Sont comprimées 
les barres 20, 21, 24, 25, 27; sont distendues les barres 19, 22, 
23, 26. 

3** La fig, 8. a représente un pont, aux nœuds ou sommets 
duquel sont appliquées les forces 2,3, . . ., 8,10, . . . ,16 qui 
sont toutes verticales; les forces 1 et 9 dirigées de bas en haut 

(•) Polygone qui n'est autre qu'un quadrangle, dont le quatrième côté est 
le côté du polygone funiculaire compris entre les forces i et 10. Gomme on l'a déjà 
dit ailleurs (n"" XV, XVIII), le polygone funiculaire pourrait s'éloigner tout 
entier à l'infini. 
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représentent les réactions des points d'appui ; les forces 2, 3, ... ,8 
sont des poids appliqués aux nœuds de la table supérieure, et 
10, 11, . . .,16 sont des poids appliqués aux nœuds de la table 
inférieure. 

Les forces sont prises dans l'ordre dans lequel on les ren- 
contre en parcourant le contour de la travure ; et dans le dia- 
gramme b les côtés du poljgone des forces externes sont disposés 
dans le même ordre.. Ce polygone a tous ses côtés situés sur une 
même droite verticale; la somme des segments i ,9 est égale et 
opposée à la somme des segments 2, 3,..., 8,10,1 i,...,i6, puisque 
le système des forces externes est en équilibre. 

Le diagramme b se complète en observant les règles exposées 
précédemment. Commençons par le nœud (1.17.18); menons la 
droite 17 par le point (1.2) qui est en même temps l'extrémité du 
segment i , dirigé de bas en haut; et l'origine du segment 2 dirigé de 
haut en bas, et la droite 1 8 par le point ( 1 6 . i ) qui n'est autre que 
l'extrémité du segment 16 dirigé de haut en bas et l'origine du seg- 
ment ï. 

Passons au nœud (2. 17.19.20). Menons 19 parle point (17. 18) 
et 20 par le point (2.3) extrémité de 2 et origine de 3 (segments 
dirigés tous deux de haut en bas) ; nous obtenons ainsi le polygone 
2,17, 19,20 qui est un rectangle. 

Construisons le polygone correspondant au sommet (16.18.19. 
21.22). Pour cela menons 21 pour le point (19.20) et 22 parle 
point (i5. 16) : nous obtenons ainsi un pentagone entrelacé. On 
continuera de la même façon, pour les points d'application suc- 
cessifs des forces 3, 15, 4, 14, 13, 5, 12, 6, 11, 7, 10, 9. 

Comme le diagramme a, qui représente le dessin de la travure 
et l'ensemble des forces externes, possède un axe de symétrie qui 
n'est autre que la verticale qui passe par le milieu de la figure, le 
diagramme b aura pour axe de symétrie l'horizontale médiane. Par 
exemple, le triangle 9,4S»44 ^st symétrique du triangle 1,17,18; 
le rectangle 8, 45 > 43, 4^ ^st le symétrique de 2, 17, 19,20; ... 

Tous les éléments de la table supérieure sont comprimés, tous 
ceux de la table inférieure sont au contraire distendus. 

Les étrésillons et contre-étrésillons sont tous comprimés; enfin 
deux des poinçons 23 et 39 sont distendus et tous les autres sont 
comprimés. 
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4° La fig, 9. a représente la moitié d'un hangar à locomo- 
tives (*). 

Les forces externes sont les poids 1,2,3»4»5 appli':]ués aux 
nœuds supérieurs de la ferme, et les réactions 6 et 7 du mur et de 
la colonne. Là encore toutes les forces externes sont parallèles, et 
par conséquent le polygone des forces se réduit dans le diagramme 
b à une droite. La force 6 (prise en sens contraire à celui qu'elle 
a réellement) est égale à une certaine partie du poids 5; en ajou- 
tant la différence aux autres poids, on a la grandeur de la 
force 7. 

Dans le diagramme b, les directions des lignes 8 et i3 coïnci- 
dent; la première est une portion de la seconde. On a donc ici 
pour le polygone correspondant au sommet (8 . 10 . 12 . 13) une de 
ces formes dégénérées dont nous avons parlé au n° XX; ce poly- 
gone est en effet un quadrilatère 8, 10, 12, 1 3 dont trois som- 
mets (i3.8), (8. 10), (12. i3), sont en ligne droite. 

Le polygone 5. 17. 18.6, correspondant au point où la ferme 
s'appuie sur le mur, présente une forme dégénérée analogue, car les 
sommets (6.5), point le plus bas du segment 6, (5. 17) et (18.6) 
se trouvent sur une même ligne droite. 

Les barres inférieures 8, 13, 18 sont comprimées, ainsi que les 
liens 10,14,16; la colonne 7 et le mur 6; les barres supérieures 
9,11,15,17 et le lien 12 sont distendus. 

5° Le diagramme a de \dijig, 10 représente une ferme aux 
nœuds supérieurs de laquelle sont appliquées les forces obliques 
1 ,2, ... ,7 que Ton peut considérer comme les résultantes de la 
pesanteur et du vent; les forces 8 et 9 représentent les réactions 
des points d'appui. 

Le polygone des forces externes est tracé dans le diagramme b 
en lignes doubles. On a construit successivement le triangle 
1 . 10. 1 1 , le quadrilatère 9. 10. 12.1 3, le pentagone 2.1 i.i2.i4.i5, le 
quadrilatère i3. 14. 16. 17, le pentagone entrelacé 3. i5. 16. 18. 19; 
le quadrilatère entrelacé 4- '9-20.21, et le pentagone 17.18.20. 
22 . 23 . . . 

Les barres supérieures 15, 19, 21, 25 sont comprimées ainsi 

(') Cet exemple est tiré de la PI. XIX de l'atlas de Graphische Statik, de 
CcLMANN (i" édition). Dans cet exemple, les deux diagrammes ne sont pas rigou- 
reusement réciproques, comme je l'ai déjà dit. 
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que les barres inférieures 10, 13, 30 et les poinçons 12, 16, 24, 
28; sont au contraire distendues toutes les autres barres de la 
ferme. 

6** Le diagramme a dela^î^. ii représente un pont suspendu, 
chargé à chacun de ses nœuds supérieurs de poids 1,2, ... ,8, 
et à chacun de ses nœuds inférieurs de poids 10, 11, 12 ». ..y 16 ; 
ces poids sont maintenus en équilibre par les deux réactions 
obliques 9, 17 émanant des points extrêmes de la travure(^). 

Le polygone des forces externes a ses huit premiers côtés éche- 
lonnés sur une même ligne droite verticale et ses sept derniers 
côtés lo, II, ..«, 1 6 situées sur une autre droite verticale. Les 
côtés obliques 9 et 1 7 se coupent, de telle sorte que le polygone a 
un contour entrelacé. 

Nous avons construit successivement les polygones 1,17,19,18; 
16,19,20,21; 2, 18, 20, 22, 23; i5, 21, 22, 24, 25; 3,23,24,26,27;..., 
qui sont la plupart entrelacés. 

Le diagramme b, montre que les barres supérieures sont toutes 
tendues et que la tension décroit des extrémités au milieu de la 
travure ; que les barres de la table inférieure sont aussi toutes 
tendues, mais que la tension décroît du milieu aux extrémités de 
la travure. 

L'étrésillon et le contre-étrésillon extrêmes sont tendus; dans 
la portion située à gauche de l'axe de symétrie, les étrésillons ou 
bracons sont tendus, tandis que les contre-étrésillons ou contre- 
bracons sont comprimés. Dans la portion située à droite de Taxe 
de symétrie, c'est l'inverse qui a lieu. En considérant séparément 
les barres tendues et les barres comprimées, on voit que les forces 
internes décroissent des extrémités au milieu de la travure. 

Dans cet exemple encore, les diagrammes ont un axe de symétrie. 

7" Le diagramme a de X'ujig, 12 représente une grue réticulaire; 
le poids de la machine est réparti sur les différents nœuds, et est 
représenté par l'ensemble des forces 1,2,3, ...,9; la force 5 
représente le poids accidentel que doit porter la grue. 

Toutes ces forces sont maintenues en équilibre par les réactions 
des points d'appui, dont les grandeurs s'obtiennent en décompo- 



(*) Cet exemple est analogue à Tun de ceux qu'étudie Maxwell dans son Mé- 
moire de 1870. 
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sant le poids résultant en trois forces dirigées suivant les lignes 
10>llyl2. Ces forces, prises en sens contraire, fournissent déjà 
les pressions que supportent l'arbalétrier 10, la colonne 11, et la 
tension supportée par le tirant 12. 

La détermination des forces externes se lait de la façon suivante: 
On prend sur une même verticale, des segments qui représentent 
les grandeurs des forces i , 2, 3, . . . , 9 et on choisit arbitrairement 
un pôle; on projette de ce pôle les points (o.i), (i .2), (2.3), . . . , 
(8.9), (9.o) (*) et l'on construit le polygone funiculaire corres- 
pondant. La verticale qui passe par le point de rencontre des côtés 
extrêmes (0.1), (9«0) sera la ligne d'action du poids total de la 
grue, poids dont la grandeur est représentée par le segment qui a 
même origine que le segment 1 et même extrémité que le seg- 
ment 9. Si maintenant, on décompose ce poids résultant qui est 
connu, en trois composantes, dont les lignes d'action soient les 
droites 10, 1 1 , 1 2, en employant des construction's données n° XXV 
Gt Jiff. 6, on obtiendra les trois forces 10, ii, 12. Celles-ci, 
prises en sens contraire, et les poids donnés forment le système 
complet des forces externes. 

Pour obtenir le diagramme b, on construira d'abord le poly- 
gone des forces externes, en prenant ces forces dans l'ordre dans 
lequel on les rencontre en parcourant le contour de la travure. 
Puis on construira successivement les polygones correspondant aux 
nœuds: (5.13.14), (4.13.15.16), (6.14.15.17.18),... 
d'après la méthode déjà exposée. 

Le diagramme qui en résulte fait voir que les barres de la 
partie supérieure sont tendues, et que celles de la partie inférieure 
sont comprimées ; quant aux étrésillons, ils sont alternativement 
tendus et comprimés. 



(') Ici (o.i) représente l'origine du segment i, et (9.0) l'extrémité du seg- 
ment 9. Dans la figure, les rayons, issus du pôle et les côtés du polygone funi- 
culaire correspondant, sont tracés en traits pointillés. 



Digitized by 



Google 



- 33 



NOTE BIBLIOGRAPHIQUE. 



Depuis 1872 ont paru beaucoup de Mémoires et d'Ouvrages relatifs à 
la Statique graphique ou à quelque sujet s'y rapportant. Nous donnerons 
ici rénumération de ces écrits qui nous reviennent en mémoire, et dont 
quelques-uns sont une preuve irrécusable de l'avancement de la Science. 
Nous ferons cependant remarquer que la liste que nous présentons est loin 
d'être complète. 

Après avoir rappelé la seconde édition de la première Partie de l'Ouvrage 
capital de Gulmann et les autres Traités énumérés au n° VIII, nous cite- 
rons : 

R.-H. Bow, Economies of constructions in relation to framed struc- 
tures ; London, 1878 (*). 

M. LÉVY, La Statique graphique et ses applications aux constructions ; 
Paris, 1874. 

MoHR, Beitrag zur Théorie des Fachwerks (Zeitschrift des Architekten- 
und Ingenieur-Vereins zu Hannover, t. XX, 1874). 

F. Weyrauch, Ueber die graphische Statik : zur Orientirung; mit 
Literaturverzeichniss ; Leipzig, 1874. 

Jay du Bois, The éléments of graphical Statics and their application 
to framed structures, etc; New-York, 1875. 

G.-B. Favero, Intorno aile figure reciproche délia Statica grafica 
(Atti délia R. Accademia dei Lincei; Roma, 1875). 

F. Steiner, Die graphische Zusammensetzung der Kràfte : ein Beitrag 
zur graphischen Mechanik; Wien, 1876. 

G. Jung, On anew Construction for the Central Nue le us {Reiporij 1876, 
de la British Association for the advancement of Science). 

G. Saviotti, Sopra alcuni punti di Statica grafica (Atti délia R. Acca- 
demia dei Lincei; Roma, 1877). 

M.-W. Grofton, Lectures on the éléments of applied mechanics; Lon- 
don, 1877. 

( * ) Voir un a^tic^e de Clerk Maxwell dans les Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society, février 1876. 

Les Fig, récipr. 3 
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H.-G. Zeuthen, Ovelser i grafisk Statik (Tidsskrift for Mathematik; Kjo- 
benhavn, 1877). 

H. -T. Eddy, New Constructions in graphical Statics (Van Nostrand's 
Engineering Magazine ; New-York, 1877). 

G. Jung, Ueber die Bedeutung des Centralkerns in der Biegungsfes- 
tigkeitslehre (Amtlicher Bericht d. 5o.Versammlung deutscher Natur- 
forscher; Munchen, 1877). 

H. -T. Eddy, Researches in graphical Statics (Van Nostrand's Enginee- 
ring Magazine; New-York, 1878). 

H.-G. Zeuthen, Ançendelse af saetning af Maxwell til at finde de 
billigste Bygningskonstrucktioner (Den tekniske Forenings Tidsskrift, 
1877-78). 

G.-B. Favero, La determinazione grajica délie forze interne nette 
travi reticolari (Atti délia R. Accademia dei Lincei; Roma, 1878). 

G. Saviotti, Le travature reticolari a membri caricati (Atti délia R. 
Accademia dei Lincei; Roma, 1878). 

H. -T. Eddy, On the two gênerai reciprocal methods in graphical Statics 
(American Journal of Mathematics pure and applied; vol. I, n** 4; Bal- 
timore, 1878). 

G. Guidi, Sugli archi elastici (Memorie délia R. Accademia di Torino, 
série 2», t. XXXVI, 1884). 

Et d'autres Mémoires de : 

G. Jung e A. Sayno, dans les Rendiconti dei Reale Istituto tombardo 

(Milano, 1874-75-76-79). 
Kirsch, Mohr e Ritter, dans le Civilingenieur, t. XXI e XXII ; Leipzig, 

1875-1876. 
G. Jung, A. Sayno, G. Saviotti ed E. Gavalli, dans le Politecnico, anni 

XXIV e XXV; Milano, 1876-77-78-79. 
G. Fouret, dans les Comptes rendus des séances de V Académie des 

Sciences; Paris, 1876. 
G. Jung, dans le Bulletin de la Société mathématique de France; Paris, 

1876-79. 
E. Gavalli, dans les Annali delV Istituto tecnico di Livorno, 1877. 

Enfin, les écrits plus récents qui ont trait au sujet des travures réticu- 
laires sont les suivants : 
G. Guidi, Sulla determinazione grafica dette forze interne nette travi 

omogenee e nette travi reticolari appoggiati agti estremi e sog~ 

getti ad un sopracarico mobile (Atti délia R. Accademia dei Lincei; 

Roma, 1880). 
G. Saviotti, Nuovi tipi di travature reticolari strettamente indefor- 

mabili {XnnwdiYio dei R. Istituto tecnico di Roma, 1880). 
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G. GuiDi, Sul calcolo délie travi armate (Giornale dcl Genio civile; 
Roma, 1880). 

M. Gebbia, Determinazione grafica de gli sf or zi interni rvelle travature 
reticolari con aste sovrabbondanti (Xiti délia R. Accademia dei Lincei; 
Roma, 1881). 

G. GuiDi, Délie travi reticolari paraboliche e parallèle (Giornale dei 
Genio civile; Roma, 1881). 

G. Saviotti, Il problema dei tre membri nella Statica grafica (Gior- 
nale dei Genio civile; Roma, i883). 

C. Saviotti, Le funicolari coniche dedotte da forme reciproche nello 
spazio (Giornale dei Genio civile; Roma, 1884). 
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NOUVELLES MÉTHODES 



POUR LE 



CALCUL DES TRAVURES RÉTICULAIRES 



L'ÉTUDE DES TRAYURES CHARGÉES Vmi FAÇON QUELCONQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

CONIQUES DES FORCES ET CONIQUES FUNICULAIRES. 



Nous nous proposons de traiter ce sujet : 
i^ Mécaniquement;* 
2° Géométriquement. 

MÉTHODE MÉCANIQUE. 

I. — Courbes des forces et courbes funiculaires. 

Supposons que l'on ait un système de forces concourantes réu- 
nies par un polygone ftiniculaire (Jig- i3) et que le nombre 
des côtés de ce polygone aille en augmentant de plus en plus, 
tandis que les longueurs de ces côtés diminuent indéfiniment : à 
la limite on obtient une courbe funiculaire au contour de la- 
quelle sont appliquées une infinité de forces ayant une somme 
finie dont l'ensemble s'appelle système continu de forces. Si 
nous considérons le polygone des forces, nous voyons que les 
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rayons issus du pôle se rapprochent indéfiniment et qu'à la limite 
le polygone des forces externes est une courbe. 

II. — Coniques des forces et coniques funiculaires. 

Si la courbe funiculaire est une section conique, la ligne des 
forces externes est aussi une section conique. 

Soit (S) la conique funiculaire (Jig- i4) à l'arc ALBde laquelle 
nous supposons appliqué un système de forces continues passant 
par un point O. D'après les propriétés connues des lignes funi- 
culaires, les tangentes menées à l'arc à ses deux extrémités A 
et B se coupent en un point G appartenant à la résultante de 
toutes les forces appliquées à cet arc de conique funiculaire AB ; 
or toutes les forces passent par un point O ; donc GO est la ligne 
d'action de cette résultante. 

Soit P le pôle de la figure des forces. Le système des forces i 
et 2 est équivalent à l'ensemble des forces données ; si donc on 
se donne la pression ou la tension le long de la funiculaire en A, 
par exemple, on peut construire le triangle PMN qui donne la 
grandeur de l'autre tension a' et celle de la résultante r'. 

Pour avoir un point Q quelconque de la ligne des forces, on 
opérera de la façon suivante : 

Menons une tangente quelconque ELD à l'arc funiculaire; le 
point de rencontre D de cette tangente avec la tangente GB est 
un point de la résultante des fprces appliquées le long de l'arc BL, 
résultante dont la ligne d'action n'est autre que la droite DO. Si 
nous menons par N une droite parallèle à DO et par P une paral- 
lèle à DL, le point d'intersection Q appartiendra à la ligne des 
forces, et la ligne PQ représentera la grandeur de la tension au 
point L de la conique funiculaire. 

Remarquons tout d'abord que l'on eût pu construire le point Q^ 
en menant par le point M une parallèle à EO et par le point P 
une parallèle à EL. L'intersection de ces deux lignes eût donné le 
même point Q. 

Gela est évident, au point de vue mécanique, car les tensions 
en L se font équilibre. 

On sait (*) que, lorsqu'une tangente roule sans glisser sur une 

(' ) Voi/'j par exemple, Crehon.v, Éléments de Géométrie proj'ectwe, n« 113. 



Digitized by 



Google 



- 41 — 

section conique, elle détermine sur deux tangentes fixes deux ponc- 
tuelles projectives, qui sont telles que le point de contact de l'une 
est le point correspondant à leur point d'intersection, considéré 
comme appartenant à l'autre. Or, en joignant deux ponctuelles 
projectives à un même point O, on forme deux faisceaux projec- 
tifs. Transportons dans le plan les faisceaux issus de O, de façon 
que leurs centres respectifs soient l'un en M, l'autre enN; Jes 
points d'intersection des rayons correspondants se trouveront sur 
une section conique qui passe par les points M et N. 

La tangente en M à la conique des forces est le rayon correspon- 
dant au rayon MN, considéré comme appartenant au deuxième 
faisceau ; or le point A est le point correspondant au point C con- 
sidéré comme appartenant à la ponctuelle 2, et OA est le rayon 
correspondant au rayon OC du faisceau (0,2); par conséquent la 
tangente en M à la conique des forces est parallèle à OA. De 
même la tangente en N est parallèle au rayon OB. 



III. — Correspondance entre la conique des forces et la conique funiculaire. 

De la dernière propriété énoncée relativement au parallélisme 
des tangentes en M et N à la conique des forces et des rayons OA 
et OB, il résulte certaines correspondances que nous allons énu- 
mérer. 

Les deux quadrilatères complets OACB et PMNR se corres- 
pondent, et AB est parallèle à PR. Chacun des deux quadrilatères 
se compose de deux tangentes, de la corde de contact et de trois 
rayons dont deux passent par le point de contact des tangentes et 
le troisième par leur point commun. 

Les éléments placés en regard dans le Tableau suivant se cor- 
respondent : 



DANS LA FIGURE DES SEGMENTS. 

Rayons des deux points de con- 
tact M et N. 

Tangentes en M et N. • 

Rayon qui passe par le point de 
concours R des deux tangentes. 
Corde de contact MN. 



DANS LA FIGURE DES LIGNES d' ACTION. 

Tangentes aux points A et B. 

Rayons des points de contact A 
et B. 

Corde de contact AB. 

Rayon qui passe par le point de 
concours C des deux tangentes. 
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Il en résulte que, si l'on considère la conique des forces comme 
étant la funiculaire, les lignes d'action des forces concourant au 
point P, la conique funiculaire devient la conique des forces ayant 
pour pôle le point O. 

Si l'on substitue aux forces réparties sur les arcs AB, BL, LG, 
GA les forces concentrées équivalentes et à la conique funiculaire 
un polygone circonscrit, le polygone des forces sera inscrit dans 
une autre conique. 

Enfin si un polygone funiculaire est inscrit dans une conique, 
le polygone des forces est circonscrit à une autre conique. 

IV.— Variation de l'espèce de la conique des forces avec l'espèce de la conique 

funiculaire. 

i** Quelle que soit la conique funiculaire , suivant que le 
point de concours des forces est extérieur, intérieur ou sur la 
conique, la conique des forces est une hyperbole, une ellipse ou 
une parabole. 

En effet {fig^ i4)> si le point O est extérieur, on peut mener 
parce point deux tangentes OFG, OKH à la conique funiculaire; 
les rayons qui projettent de O les points d'intersection de ces 
tangentes avec les ponctuelles se superposent aux tangentes elles- 
mêmes ; donc les deux rayons correspondants issus de M et de N 
sont parallèles et la courbe a des points à l'infini dans deux 
directions distinctes ; c'est, par conséquent, une hyperbole dont 
les directions asymptotiques sont parallèles aux droites OF et OH. 

Si le point O est sur la conique funiculaire, la conique des forces 
n'a de points à l'infini que dans une seule direction, qui est celle de 
la tangente à la conique funiculaire enO ; c'est donc une parabole. 

Si le point O est intérieur à la conique funiculaire, la conique 
des forces n'a plus débranches infinies, puisque l'on ne peut mener 
par le point O de tangentes réelles à la conique funiculaire : c'est 
donc une ellipse. 

2° Si la conique funiculaire est une circonférence et si les 
forces passent par son centre, la conique des forces est une 
autre circonférence ayant pour centre le pôle P {fig* i5). 

En effet, menons une tangente fixe AC à la circonférence funi- 
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culaire et une tangente mobile BC; soit MP la grandeur de la ten- 
sion le long de la tangente AC. Pour construire la conique des 
forces, il faut mener par le point P une parallèle PQ à la tan- 
gente mobile, et par le point M une parallèle MQ à OC. Mais, OC 
étant la bissectrice de l'angle ACB, les angles PQM et PMQ qui 
ont leurs côtés parallèles aux trois droites AC, OC, BC sont égaux 
et le triangle PMQ est isoscèle. Donc PM = PQ = const., c'est- 
à-dire que le point Q décrit une circonférence ayant pour centre 
le pôle P. 

La résultante MQ des forces appliquées à un arc AB va en crois- 
sant avec la longueur de l'arc ; elle est maxima et égale au dia- 
mètre de la circonférence des forces lorsque l'arc AB devient une 
demi-circonférence. 

3° Si la conique funiculaire est une ellipse et si les forces 
concourent en son centre O {fig- i6), la conique des forces est 
une ellipse semblable à la première; de telle sorte que, si le 
rapport de similitude est V unité, la conique funiculaire est en 
même temps la conique des forces. 

En effet, prenons pour pôle le centre de l'ellipse funiculaire^ et re- 
présentons la tension au point Q par le demi-diamètre OB (conjugué 
de OQ), parallèle à la tangente QR; la tension en un autre point 
quelconque P sera représentée par le rayon OA parallèle à PR 
(conjugué de OP) ; la corde AB, qui est équipoUente à la résultante 
des forces appliquées le long de l'arc PQ, devra être parallèle à 
OR, ce qui se vérifie du reste par suite des propriétés de l'el- 
lipse. 

Si la conique funiculaire est une hyperbole {fig- ï 7) ^^ si les 
forces concourent en son centre, V hyperbole des forces a ses 
asymptotes parallèles à celles de la conique funiculaire. 

En effet, les forces concourant en un point extérieur à la co- 
nique funiculaire, la conique des forces est une hyperbole dont 
les asymptotes sont parallèles aux tangentes menées de O à la 
conique funiculaire, tangentes qui ne sont autres que les asym- 
ptotes de cette conique. 

Prenons pour pôle de la conique des forces le centre O de l'hy- 
perbole funiculaire et construisons cette conique ; pour cela me- 
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nons la droite OA parallèle à la tangente PR et égale au demi- 
diamètre conjugué de OP, puis OB parallèle à QR et égal 
au diamètre conjugué de OQ; le segment AB, équipoUent à 
la résultante des forces appliquées à Tare PQ, devra être paral- 
lèle à OR. 
Donc : 

U hyperbole des forces est dans ce cas V hyperbole supplé- 
mentaire de V hyperbole funiculaire. 

4^* Si les forces concourent à Vun des foyers de la conique 
{au foyer à distance finie pour la parabole), la conique des 
forces est une circonférence {fi g* i8). 

En effet, si AH et CH sont deux tangentes fixes, DE une tan- 
gente mobile, QMP et QNP les triangles relatifs aux forces con- 
courant en D et en E, le point Q décrit la conique des forces, car 
il est le point d'intersection des rayons correspondants de deux 
faisceaux projectifs ayant pour centres les points M et N. Mais, 
lorsque la tangente DE se déplace, Tangle DFE est constant, 
d'après une propriété connue des coniques : donc les faisceaux de 
centres M et N sont égaux et le lieu des points Q est une circon- 
férence. 

5° Si laconique est une ellipse, les tensions varient d'autant moins 
que la conique est moins aplatie; les tensions deviennent égales 
lorsque le foyer F coïncide avec le centre, c'est-à-dire lorsque 
l'ellipse devient une circonférence. 

Une corde quelconque de la circonférence des forces, passant 
par le pôle P, représente la somme des tensions aux extrémi- 
tés du diamètre de l'ellipse conjugué de la direction de la corde. 
Si l'on suit la marche d'un rayon vecteur PM, tournant autour 
du pôle P, on voit immédiatement quelle est la loi de variation des 
pressions et des tensions qui se développent aux différents points 
de la conique funiculaire. On a rendu intuitive, dans laj^^. i8, la 
loi de distribution des forces externes appliquées à l'ellipse, en 
divisant celle-ci en arcs qui, projetés sur une direction normale 
aux rayons focaux passant par leurs points-milieu, soijent égaux. 
On a porté les segments équipollents aux résultantes partielles à 
partir de la conique et à l'extérieur, puis on a joint les extrémités 
libres de ces segments. Il est à remarquer qu'il eût été plus rigou- 
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reux de porter ces segments moitié à l'intérieur, moitié à Textt- 
rieur de la courbe. 

6** Si la conique funiculaire est une hyperbole (^fig* 19), on dé- 
termine la circonférence des forces aussi facilement que dans le cas 
précédent. 

Pour cela on trace un segment PM représentant la tension en A, 
on mène PN parallèle à la tangente au sommet C, puis MN pa- 
rallèle à]FH et le cercle est déterminé. Les rayons PS, PS', tan- 
gents à ce cercle, représentent les tensions le long des asymptotes. 
Les rayons dont les extrémités se trouvent sur l'arc SNS' repré- 
sentent les tensions le long de la branche ACB, et ceux qui se 
terminent à l'arc SRS', les tensions le long de la branche opposée 
A'C'B'. La corde SS'est équipoUente à la résultante de toutes les 
forces appliquées à chacune des deux branches et aux tensions le 
long des asymptotes. Les forces externes vont en diminuant comme 
les forces internes de G vers A et vers B. 

7° Si la conique funiculaire est une parabole, le pôle de la cir- 
conférence des forces se trouve sur le cercle lui-même, tandis que 
pour l'ellipse il était à l'intérieur, et pour l'hyperbole à l'extérieur. 

En effet, traçons {^fig> 20) le segment PM, équipollent à la ten- 
sion au point A de la parabole funiculaire ; menons PQ parallèle à 
la tangente EH en un point quelconque E de la parabole ; la droite 
FH est la ligne d'action de la résultante des forces appliquées aux 
différents points de l'arc AE, et MQ est le segment équipollent à 
cette résultante. Faisons mouvoir la tangente HE : le rayon focal 
HF tourne autour de F et, par suite d'une propriété connue de 
la parabole, l'angle EHF est constant. Les points Pet M sont donc 
les centres de deux faisceaux directement égaux qui engendrent, 
par l'intersection de leurs rayons correspondants, une circonfé- 
rence qui passe par le point P. 

MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE. 

CO:<IQUES DES FORCES ET CONIQUES FUNICULAIRES DÉDUITES DES FORMES RÉCIPROQUES 

DANS l'espace. 

V. — Point de concours des forces à distance finie. 

i^ Culmann, dans la seconde édition de son magistral Traité 
de Statique graphique, ne s'aperçut pas, en exposant le travail 
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de M. Cremona relatif aux Figures réciproques, que Ton pouvait 
étendre l'application des formes réciproques dans l'espace aux 
coniques funiculaires auxquelles il consacre un Chapitre. Ainsi 
que dans la première édition de son Traité, il déduit la loi de 
réciprocité et les propriétés projectives, de l'étude d'un système 
polaire plan. 

Je me propose de montrer que l'on peut déduire d'une façon 
simple et élégante, les coniques funiculaires des formes réci- 
proques de l'espace. 

2® On sait que, dans un système polaire dans l'espace, à une 
surface conique de l'ordre m et de la classe /i, correspond une 
courbe plane de l'ordre n et de la classe m. 

En coupant la surface conique par un plan qui ne passe pas par 
son sommet et en projetant la courbe, du pôle de ce plan, on 
obtient deux cônes réciproques. 

Supposons maintenant que nous ayons comme, cas particulier, 
m= n = i\ les deux cônes réciproques sont du second ordre. 

Les projections ( ^ ) de pareils cônes réciproques sont deux figures 
composées chacune d'une conique et d'un faisceau qui la projette 
du point choisi pour centre de projection. 

En interprétant l'une des figures comme étant composée d'un 
système continu de forces concourantes en équilibre réunies par 
une courbe funiculaire, l'autre est composée de la courbe (limite 
du polygone) des forces et d'un faisceau relatif à la courbe funi- 
culaire. 

Nous- concluons de là que : 

Si le système continu des forces concourantes en équilibre 
est lié par une conique funiculaire, la courbe des forces est 
aussi une conique, et si la courbe des forces est une conique, 
la courbe funiculaire est une conique. 

Ce théorème fondamental étant établi, passons à l'examen des 
propriétés de génération des coniques funiculaires et des divers cas 
particuliers qui se présentent (2). 

(') Les projections seront toutes faites suivant la direction principale, à savoir 
parallèlement à l'axe central et sur un plan perpendiculaire à celui-ci. 
(^) Nous traiterons tous les cas qu'étudie Gulmann. 
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Nous supposerons d'abord qu'aucune des bases des deux cônes 
n'est parallèle à l'axe central. 

3° Comme un plan qui est parallèle à l'axe central a son pôle 
dans le plan à l'infini, un cône qui n'a aucun plan tangent parallèle 
à l'axe central aura pour réciproque un cône dont la base n'aura 
aucun point à l'infini. Cette base sera donc une ellipse. 

La projection du premier cône se composera d'une conique et 
d'un faisceau dont le centre sera intérieur à la conique. En regar- 
dant cette figure comme figure des lignes d'action, on conclut que : 

Si le point de concours des lignes d^ action de toutes les 
forces est intérieur à la conique funiculaire, quelle que soit 
du reste cette conique, la conique des forces est une ellipse. 

En regardant, au contraire, cette figure comme figure des seg- 
ments, on conclut que : 

Si le pôle est intérieur à la conique des forces, quelle que soit 
d* ailleurs cette conique, la conique funiculaire est une ellipse, 

4** Si un cône admet un seul plan tangent parallèle à l'axe cen- 
tral (la génératrice de contact est parallèle à la direction princi- 
pale), la base de l'autre cône a un point à l'infini (cette base a une 
tangente à l'infini pour droite réciproque de la génératrice de 
contact). Celui-ci est le point à l'infini de l'intersection du plan 
de la base (parabole) avec le plan tangent au premier cône. 

La projection du premier cône se compose d'une conique et 
d'un faisceau dont le centre tombe sur la conique. En interprétant 
cette figure comme figure des lignes d'action, on voit que : 

Si le point de concours des lignes d 'action de toutes les forcées 
tombe sur la conique funiculaire, quelle que soit d'ailleurs 
cette conique, la conique des forces est une parabole dont les 
diamètres sont parallèles à la tangente menée à la conique fu- 
niculaire au point de concours des forces. 

En interprétant la même figure comme figure de segments, on 
voit que : 

Si le pôle tombe sur la conique des forces, quelle que soit 
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d'ailleurs cette conique^ la Juniculaire est une parabole dont 
les diamètres sont parallèles à la tangente menée à la conique 
des forces au pôle, 

5** Si un cône admet deux plans tangents parallèles à Taxe cen- 
tral, les deux génératrices de contact ne sont pas parallèles à la 
direction principale et la base du second cône aura deux points à 
rinfini. Les tangentes en ces points (asymptotes) sont les réci- 
proques des génératrices de contact du premier cône. 

La projection du premier cône se compose d'une conique et 
d'un faisceau dont le centre tombe en dehors de la conique. En 
interprétant cette figure comme figure des lignes d'action, on con- 
clut que : 

Si le point de concours des lignes d'action tombe en dehors 
de la conique funiculaire, quelle que soit d'ailleurs cette co- 
nique, la conique des forces est une hyperbole dont les asym- 
ptotes sont parallèles aux tangentes que Von peut mener du 
point de concours des lignes d'action des forces à la conique 
funiculaire. 

En l'interprétant comme figure des segments, on conclut que : 

Si le pôle est extérieur à la conique des forces, quelle que 
soit d'ailleurs cette conique, la funiculaire est une hyperbole 
dont les asymptotes sont parallèles aux tangentes que l'on peut 
mener du pôle à la conique des forces, 

6^ Ainsi il est démontré que : 

Quelle que soit la conique funiculaire, suivant que le point 
de concours des lignes d'action des forces tombe à l'intérieur de 
cette courbe, sur elle ou en dehors, la conique des forces est une 
ellipse, une parabole ou une hyperbole, et que, quelle que soit 
la conique des forces, suivant que le pôle est à l'intérieur de 
cette courbe, sur elle ou en dehors, la funiculaire est une ellipse, 
une parabole ou une hyperbole. 

Il résulte de cela que si, par exemple, la conique funiculaire est 
une ellipse et si le point de concours des lignes d'action des forces 
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est intérieur à cette courbe, la conique des forces est une ellipse 
et le pôle est à l'intérieur de la courbe. Si la conique funiculaire 
est une parabole et si le point de concours des lignes d'action est 
extérieur à cette courbe, la conique des forcés sera une hyperbole 
et le pôle tombera sur cette courbe, etc. 

7** Supposons que le système des forces qui détermine un sys- 
tème polaire ait été composé de façon à obtenir une résultante de 
translation et un couple de rotation. Soit P| P le segment de la 
résultante de translation qui est parallèle à l'axe central. Les plans 
polaires iZi et tu des points P| et P sont parallèles. Soit n' une 
ellipse ayant pour centre P<; si une droite enveloppe cette courbe, 
sa réciproque engendre une surface conique de sommet P|, qui 
coupe le plan u suivant une ellipse égale à la première et sembla- 
blement placée. On obtient ainsi un cône qui est réciproque de 
celui qui a pour base la première ellipse et qui a pour sommet le 
centre P de la seconde ellipse. 

Les projections des deux cônes se confondent ensemble en une 
ellipse unique projetée du centre. Ainsi : 

Si la conique funiculaire est une ellipse, et si les lignes d'ac- 
tion des forces concourent en son centre, V ellipse des forces lui 
est semblable (égale), est semblablement placée et le pôle en 
est le centre. 

Si les deux coniques sont des hyperboles, l'une d'elles est con- 
juguée de l'autre. 

VI. — Point de concours des forces à distance infinie. 

8"* Supposons maintenant un cône ayant pour base une hyper- 
bole dans un plan parallèle à l'axe central et cette base placée de 
telle sorte que le point à l'infini de la direction principale tombe 
à l'intérieur de cette courbe. Alors le cône n'admet aucun plan 
tangent parallèle à l'axe central. Le cône réciproque a donc pour 
base une ellipse; son sommet est le pôle (à l'infini) du plan de 
base du premier cône. 

Le second cône se projette suivant un système de droites paral- 
lèles (lignes d'action des forces) réunies par une ellipse funiculaire. 
Le premier cône se projette suivant une droite double dont la lon- 
Les Fig, récipr, \ 
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gueur infinie représente le segment des forces et suivant un fais- 
ceau relatif à Tellipse de connexion. 

9® Supposons un cône ayant pour base une ellipse située dans 
un plan parallèle à Taxe central. Il admet deux plans tangents qui 
contiennent la direction principale. Les génératrices de contact 
sont réciproques des asymptotes de l'hyperbole, base du cône ré- 
ciproque dont le sommet est le pôle (à Tinfini) du plan de base du 
premier cône. 

Les deux figures réciproques correspondantes se composent^ 
Tune d'une hyperbole funiculaire qui réunit un système continu 
de forces parallèles, l'autre du segment double des forces projeté 
d'un pôle. Les rayons extérieurs sont parallèles aux asymptotes 
de l'hyperbole de connexion, à laquelle le point de concours à 
l'infini des forces est intérieur. 

lo*' Supposons un cône ayant pour base une hyperbole située 
dans un plan parallèle à l'axe central, et le point à l'infini de cet 
axe extérieur à l'hyperbole. Alors le cône admet deux plans tan- 
gents parallèles à l'axe central. Par conséquent le second cône 
a pour base une hyperbole, et le sommet de ce cône est à l'infini. 

Les deux figures réciproques correspondantes se composeront, 
l'une d'une hyperbole réunissant un système continu de forces 
parallèles, l'autre du segment des forces projeté d'un pôle. Un tel 
segment est double et infiniment grand, car il se compose de la 
longueur entière d'une droite; il faut en exclure le segment fini 
intercepté par les deux rayons (parallèles aux asymptotes de l'hy- 
perbole) qui sont les projections des génératrices de contact du 
premier cône avec les plans tangents parallèles à la direction 
principale. Le point de concours (à l'infini) des lignes d'action des 
forces est extérieur à l'hyperbole de connexion. 

11^ Supposons un cône ayant pour base une parabole située 
dans un plan parallèle à l'axe central, le point à l'infini de cet axe 
ne coïncidant cependant pas avec le pointa l'infini de la parabole. 
Il existe encore, dans ce cas, deux plans tangents au cône, paral- 
lèles à l'axe central ; l'un de ceux-ci est en outre parallèle au plan 
de base du cône. Le cône réciproque a donc pour base une hy- 
perbole. 

Ce cône se projette suivant une hyperbole qui réunit un système 
continu de forces parallèles à l'une de ses asymptotes. Le premier 
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cône se projette suivant le segment double infiniment grand des 
forces, intercepté entre les deux rayons qui sont les projections 
des génératrices de contact du cône avec les deux plans tangents 
parallèles à Taxe central. Ces rayons sont parallèles aux asym- 
ptotes de l'hyperbole. 

12** Supposons encore un cône ayant pour base une parabole 
dont le point à Tinfini coïncide avec celui à Tinfini de l'axe central. 
Le cône n'admet plus qu'un plan tangent contenant la direction 
principale. La génératrice de contact a elle-même la direction 
principale. Par conséquent, la base du cône réciproque est une 
parabole dont le point à l'infini est le pôle dudit plan tangent 
parallèle au plan de base du premier cône. Le pôle de ce dernier 
plan étant le sommet du second cône, sa droite à l'infini est une 
génératrice du même cône. 

Le second cône se projette suivant une parabole qui réunit un 
système continu de forces parallèles dont les lignes d'action sont 
les diamètres de cette parabole. Le premier cône se projette sui- 
vant une droite prise dans toute sa longueur (infinie) et un fais- 
ceau relatif à la parabole funiculaire. 

i3" Si l'on interprète Tune des coniques (la funiculaire) comme 
la trajectoire d'un mobile et les droites qu'elle réunit comme les 
lignes des accélérations concourant en un centre d'attraction, la 
conique des forces devient alors l'odographe et le faisceau des 
rayons vecteurs qui la projettent d'un pôle, celui des segments des 
vitesses que possède le mobile en parcourant la trajectoire. 
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CHAPITRE IL 



GÉNÉRATION DES TRAVURES RÉTICULAIRES STRICTEMENT 
INDÉFORMABLES. 



VII. — Énoncé du problème. 

On a vu dans Topuscule de M. Cremona comment on peut calculer 
pour une Iravure réticulaire donnée, aux nœuds de laquelle sont ap- 
pliquées des forces extérieures en équilibre, les forces intérieures 
qui agissent le long des barrescomposanl la travure. Dans les projets 
de constructions qui peuvent se présenter, il est une autre question 
qui doit être résolue, c'est celle qui consiste à déterminer la tra- 
vure à employer. Nous allons maintenant étudier cette question. 

Deux problèmes peuvent se présenter : 

I® Étant donné un ensemble de points, comment opérera- 
t-on pour les relier ensemble par une travure réticulaire indé- 
formable? 

1^ Étant donné un ensemble de barres ou plusieurs groupes 
de barres, comment procédera-t-on pour les relier d' une façon 
invariable? 

Occupons-nous d'abord du premier problème. 

VIII. — Génération par la liaison de nœuds. 

Soient à relier par des barres résistantes n nœuds qui peuvent 
être tous ou en partie seulement les points d'application de forces 
qui se font équilibre. 

On a parlé déjà plusieurs fois du polygone funiculaire qui 
peut être formé d'éléments de cordes si ses côtés sont tendus, et 
qui doit être au contraire formé de barres rigides inflexibles si ses 
côtés sont comprimés. Si les forces auxquelles le polygone funi- 
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culaire considéré est relatif venaient à se modifier, tout en se 
maintenant en équilibre, le même polygone funiculaire ne pour- 
rait plus, en général, servir de lien rigide aux nœuds qu'il relie; 
et cela parce que, s'il est bien toujours vrai que, si l'on construit 
le palygone funiculaire relatif à un pôle arbitraire du poly- 
gone des forces en équilibre, ce polygone est fermé, il n'en est 
pas de même de la propriété réciproque. Cette propriété réci- 
proque ne se vérifie que pour le cas de trois nœuds. Toutes les 
fois qu'en opérant la décomposition des forces suivant les barres 
de la travure on arrive à un nœud d*où ne part qu'une barre 
le long de laquelle agit une force inconnue, et à un polygone 
des forces relatif à ce nœud dans lequel le segment parallèle à 
cette barre ne ferme pas le polygone, il est évident que la tra- 
vure considérée ne peut servir de lien rigide aux points d'appli- 
cation des forces externes en équilibre données. L'indéforma- 
bilité du système peut alors être assurée par l'adjonction des barres 
nécessaires pour rendre indéformable le polygone qui joint les 
nœuds de la travure. 

L'indéformabilité, qui est une condition essentielle des travures 
réticulaires, peut être traitée directement sans passer par des con- 
sidérations relatives aux forces. 

Une barre réunit deux nœuds ; pour rendre un troisième nœud 
solidaire des deux premiers, il suffit évidemment de le relier avec 
les premiers au moyen de deux barres. Comme il faut toujours 
deux barres et qu'il n'en faut que deux pour réunir un nœud nou- 
veau à un système de nœuds déjà liés entre eux, on voit que l'on 
peut, avec N nœuds donnés, engendrer de nombreuses travures 
réticulaires, puisque Ton peut choisir arbitrairement deux quel- 
conques des i — I premiers nœuds que l'on reliera au i^^^^. 
Toutes ces travures sont caractérisées par ce fait de contenir au 
moins un nœud auquel ne viennent concourir que deux barres 
seulement. Ce nœud est le dernier de la série. On appelle ces tra- 
vures strictement indéformables ( ^ ). 

IX. — Relation entre le nombre des barres et celui des nœuds. 
Les travures analogues à celles dont nous venons de nous oc- 

(' ) Foir M. Le VY, Statique graphique ^ §28 et 29. Gaulbicr-Villars; Paris, i88o. 
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cuper contiennent le nombre de barres strictement nécessaires pour 
que l'invariabilité de la figure soit assurée. On déduit, de leur 
mode de génération, la relation qui existe entre le nombre total B 
des barres qui les composent et le nombre N des nœuds qu'elles 
renferment. 

En effet, relions deux quelconques des nœuds par une barre; 
pour déterminer les autres nœuds, il faudra autant de fois deux 
barres qu'il y a de nœuds, c'est-à-dire 2(N — a); le nombre total 
des barres, en comptant la première, sera donc 

(a) B = 2(N — 2)-Hi= 2N— 4 + i = 2N — 3. 

Voilà une relation nécessaire bien connue entre le nombre des 
nœuds et celui des barres d'une Iravure strictement indéfor- 
mable. 

Une travure est déformable lorsqu'elle contient un nombre de 
barres plus petit que 2N — 3, et, dans ce cas, on dit qu'elle est 
à barres insuffisantes. 

Lorsqu'une travure est telle que le nombre de ses barres et le 
nombre de ses nœuds sont liés par la relation 

B>2N — 3 = 2N — 3-f-^, 

elle contient k barres de plus qu'il n'est nécessaire pour qu'elle 
soit strictement indéformable; on dit, dans ce cas, qu'elle esta 
barres surabondantes. 

Parmi les différentes travures strictement indéformables que 
l'on rencontre dans la pratique, nous citerons les travures trian- 
gulaires, ainsi appelées parce qu'elles consistent en un réseau de 
triangles juxtaposés, dont les côtés ne se coupent pas et dont les 
nœuds sont tous situés sur le contour extérieur de la travure. 

La fig, 29 en est un exemple. 

Parmi celles-ci, on rencontre un système remarquable {fig- 3o) 
qui se compose d'une série de triangles ayant chacun un côté 
commun avec le précédent et un autre avec le suivant, de telle 
sorte qu'en chacun des nœuds concourent trois ou quatre barres 
au plus, sauf aux deux nœuds extrêmes par lesquels ne passent 
que deux barres. 

X. — Travures indivisibles. 

La faculté que l'on a de substituer à une barre qui joint deux 
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nœuds une autre barre qui enjoint deux autres permet d'obtenir 
un grand nombre de travures différentes avec un même nombre de 
nœuds. Parmi ces travures, il en est auxquelles on ne peut pas 
assigner un mode de génération semblable à celui dont nous avons 
parlé plus haut, parce que, en chaque nœud, viennent concourir 
au moins trois barres. 

Voici de quelle façon elles peuvent s'engendrer directement : 
Soient N nœuds numérotés dans un ordre quelconque i, 2, 3,..., ai. 
Au quadrilatère simple 1234, on relie les autres nœuds au moyen 
d'autant de paires de barres qu'il y a de nœuds, en joignant le 
nœud 5 aux nœuds 2 et 4» le nœud 6 aux nœuds 3 et 5. . ., le 
nœud n aux nœuds n — 3 et /i — i. La travure ainsi obtenue serait 
indéformable si le quadrilatère I234, auquel il manque une diago- 
nale, Tétait lui-même. Si l'on suppose fixes les nœuds i et 2, les 
deux autres nœuds 2 et 4 ne peuvent se mouvoir que sur deux 
lignes, et il en est de même de tous les autres nœuds, grâce à leur 
mode de liaison avec les précédents. On reliera donc d'une façon 
rigide tous les nœuds avec la barre 12 supposée fixe, en reliant 
à celle-ci un quelconque de ces nœuds par une barre. On reliera, 
par exemple, le nœud n au nœud i. La relation B = 2N — 3 est 
satisfaite, mais la figure résultante se compose d'un polygone 
fermé de N côtés ayant N — 3 diagonales, disposées de telle sorte 
qu'il en passe au moins une à chaque nœud; N ne saurait être in- 
férieur à 6. 

Si Ton forme le pentagone simple i2345 et si on lui relie les 
nœuds successifs, chacun au moyen de deux barres, de telle sorte 
que le nœud 6 soit relié à 2 et 5, le nœud 7 à 3 et 6, . . . , le nœud 
n avec /î — 4 et ai — i , le système est déformable, parce que le 
pentagone i2345, auquel il manque deux diagonales, l'est lui- 
même. En supposant fixe le côté 12, le nœud 4 n'est plus assujetti 
à se mouvoir sur une ligne, pas plus que les nœuds 7, 8, . . .,ai. 
On assujettit ces nœuds à se mouvoir sur une ligne, en reliant le 
nœud I ou le nœud 2 avec un autre nœud quelconque au moyen 
d'une barre. Réunissons donc ensemble les nœuds n — 3 et 1. Si, 
maintenant, on relie le nœud aï, qui doit se maintenir sur une 
ligne avec le nœud i, la rigidité est assurée et la relation 
B=2N — 3 est satisfaite. La figure résultante est un polygone 
de N côtés ayant N — 3 diagonales, disposées de telle sorte 'qu'il 
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en passe au moins une à chaque nœud. Ces diagonales peuvent, 
du reste, être déplacées, pourvu que cette dernière condition soit 
satisfaite. 

On peut encore partir dans la génération de ces travures d'un 
hexagone simple. 

On peut supprimer un nœud d'une Iravure pourvu qu'il soit le 
point de concours de deux barres seulement. Par conséquent, 
aucun nœud de ces travures ne peut être supprimé, puisque, en 
chacun d'eux viennent concourir au moins trois barres. Ces 
travures sont donc des travures indivisibles. En général, elles ne 
présentent aucune portion qui soit par elle-même indéformable. 
Cependant on rencontre des cas exceptionnels; par exemple, pour 
le cas N = 9, en partant pour la génération d'un pentagone simple 
12345, on obtient une travure dans laquelle la partie 12659 est 
indéformable ; la portion restante est formée d'un polygone simple 
3487 dont chacun des sommets est réuni à la partie rigide. 

Ces travures se composent donc de m nœuds, liés à un système 
rigide au moyen de 2/n barres, de telle sorte qu'en chaque nœud 
concourent trois barres; l'ensemble, ainsi formé, est rigide. Celte 
propriété se démontre, du reste, directement. Choisissons l'un 
des m nœuds pour premier de la série; relions-le au moyen d'une 
barre au système fixe ; puis le second au premier et au système 
fixe au moyen de deux barres et ainsi de suite ; enfin le dernier 
avec Tavant-dernier avec le système fixe au moyen de deux barres. 
Si l'on déplace le premier nœud, les autres prendront des posi- 
tions parfaitement déterminées. Mais la distance du dernier nœud 
au premier ne sera plus, en général, la même qu'avant le dépla- 
cement. De là, la nécessité d'ajouter une barre, pour rendre inva- 
riable cette distance et empêcher tout déplacement relatif des dif- 
férents nœuds, hdijiff, 32 représente une travure engendrée d'après 
les considérations précédentes. 

En général, lorsque l'on voudra exécuter un dessin de travure 
par la liaison de nœuds donnés, on pourra joindre ces N nœuds 
par un polygone simple, dont les côtés seront tracés dans un cer- 
tain ordre {/ig- 3i, dans laquelle le polygone simple est tracé en 
gros traits), puis ajouter à ce polygone N — 3 côtés diagonaux 
(représentés dans la figure en traits déliés), de façon qu'aucune 
portion de la travure ne contienne de barres surabondantes. 
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Si Ton fait un dessin de la Iravure en disposant les nœuds dans 
l'ordre choisi, sur une circonférence, et si l'on trace les diagonales, 
on reconnaît très facilement, même dans le cas où N est très 
grand, si la travure ainsi composée a des parties rigides à barres 
surabondantes. 

XI. — Génération par la liaison de barres ou de groupes de barres. 

Le procédé de génération des travures réticulaires strictement 
indéformables par la liaison des barres est aussi fécond que le pré- 
cédent et les l^'pes que l'on peut obtenir varient à l'infini. 

Deux barres réunies, à charnières, peuvent être rendues soli- 
daires par Tadj onction d'une troisième barre, qui en réunit les 
extrémités libres. Le cas où la longueur de cette troisième barre 
est précisément égale à la somme des longueurs des deux pre- 
mières doit être exclu, car il se présente lorsque les trois nœuds 
sont en ligne droite. 

La travure représentée fig, 3o peut être considérée comme 
formée d'une série de barres 12, 28, 34? 45, . . ., reliées successi- 
vement à charnière aux nœuds 2, 3, 4> • • • et formant un système 
dont l'indéformabilité est assurée par la liaison de chacun des 
couples de jarres consécutives avec les barres i3, 24, 35, .... 

En général, deux systèmes indéformables de barres ayant en com- 
mun un nœud ou une charnière sont rendus solidaires au moyen 
d'une barre ou d'un système indéformable qui relie deux nœuds 
quelconques, pourvu que les trois nœuds ne soient pas en ligne 
droite. 

Deux barres indépendantes AB, CD (^fig* 33) sont rendues soli- 
daires en reliant à charnière l'une des extrémités D de la seconde 
aux deux extrémités de la première au moyen des deux barres AD 
et BD et en ajoutant une troisième barre qui réunit l'extré- 
mité libre C de la seconde CD à l'un des nœuds du système rigide 
ABD. 

hdi Jig. 3o peut être considérée comme formée de n barres 12, 
34, 56, 78, reliées successivement la première à la seconde au 
moyen de trois barres, la seconde à la troisième au moyen de trois 
autres barres et ainsi de suite. 

Pour relier d'une façon rigide n barres, il est donc nécessaire 
de leur en ajouter en tout 3 /i — 3. 
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En général, deux systèmes indéformables de barres sont rendus 
solidaires au moyen de trois barres (ou de trois systèmes de barres) 
qui se rattachent à des nœuds quelconques de ces systèmes. Le 
second système pourrait, en effet, prendre, par rapport au pre- 
mier, un mouvement de rotation autour du point commun à deux 
des barres de liaison, qui serait un centre instantané, si ces deux 
barres étaient seules ; mais la troisième barre empêche tout mou- 
vement de ce genre. Le cas où les trois barres sont concourantes 
doit être exclu. 

De ceci, il résulte que le mode de liaison au moyen d'une char- 
nière et le mode de liaison au moyen de deux barres ayant ou non 
un nœud commun sont équivalents. 

Les travures que l'on peut former par la réunion de deux sys- 
tèmes indéformables, au moyen de trois autres systèmes égale- 
ment indéformables, sont excessivement nombreuses ; on les ob- 
tient en faisant varier les points d'attache. 

\jdi fig. 34 représente le cas simple d'une barre AB reliée à un 
triangle au moyen de trois barres. Les dix figures (è), (c), (rf), . . . , 
(A") représentent autant de travures différentes obtenues en faisant 
varier simplement les charnières de jonction. 

Une travure engendrée par la liaison d'un certain nombre de 
barres est dite indivisible lorsque quatre barres de liaison au 
moins viennent se fixer sur chacune des barres données. 

On peut obtenir des travures de ce genre de la façon sui- 
vante : 

On considère, par exemple, une travure triangulaire ayant n 
côtés à son contour et, par conséquent, n — 3 diagonales. On 
substitue à chacun des nœuds du contour deux barres de liaison 
disposées de telle sorte que deux barres successives du contour 
et les deux barres de liaison interposées forment un quadrilatère. 
On obtient ainsi une travure engendrée par la liaison de n barres, 
dans laquelle quatre barres de liaison viennent se fixer sur cha- 
cune de celles-ci; cette travure est, par conséquent, indivi- 
sible. 

Le nombre total des barres qui la composent est 

B = 4^ — 3 = '2^ — 3, 
égalité dans laquelle N représente le nombre total des nœuds, ce 
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nombre étant lié au nombre des barres reliées par la relation 

2/1 = N. 

La fig, 36 en offre un exemple dans lequel on a n= 5. La fi- 
gure primitive était un pentagone ayant deux diagonales. On a 
supprimé tous les nœuds, on a déplacé les côtés du contour en 
AB, CD,..., KL, et on a substitué deux barres à chacun des 
nœuds supprimés. Cette substitution a été faite de telle sorte 
que, avec les barres ajoutées, on obtienne deux polygones fer- 
més de n côtés chacun : ACEGK, BDFHL. Les n — 3 diago- 
nales ont été conservées et liées avec le premier de ces deux 
polygones. Ainsi celui-ci est indéformable et le second en est 
rendu solidaire au moyen de n barres, qui sont les barres 
AB, CD, . . . , KL. On a ainsi n nœuds liés rigidement avec 
un système indéformable au moyen de an barres, comme on 
l'a déjà vu en traitant de la génération des travures par la liaison 
des nœuds. 

Nous concluons de cela que, en général et quel que soit le mode 
que Ton emploie pour relier n barres, pourvu que le nouveau 
système comporte 3/i — 3 autres barres, et qu'aucune de ses par- 
ties ne contienne de barres surabondantes, on obtient une travure 
strictement indéformable qui peut servir de lien rigide à un système 
quelconque de forces en équilibre. 

Pour composer une travure strictement indéformable, il peut 
être utile de tracer une première ébauche telle que celle qui est 
représentée (^fig- 3^), dans laquelle les corps a^ bj c^ . . . , indi- 
qués vaguement, représentent les barres à relier entre elles, et de 
déduire de l'ébauche obtenue la travure définitive. De même que, 
dans une travure, on peut substituer à chaque barre un groupe ou 
système indéformable formé d'autres barres, ainsi on peut voir 
dans une travure l'ébauche d'une autre travure plus compliquée, 
chacune des barres de la première figurant l'un des systèmes ri- 
gides qui composent l'autre. 

Ainsi, l'ébauche de la fig. 35 serait un hexagone ayant trois 
diagonales, c'est-à-dire un ensemble de trois barres liées successive- 
ment avec deux autres. Au lieu de trois barres, on a effectivement 
trois systèmes A, B, C ; le premier est relié au second au moyen 
du système D et de la barre m ; le second au troisième au moyen 
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du système E et de la barre n; le troisième au premier au moyen 
des deux barres p et g. 

Nous pourrions ajouter que le même hexagone, qui est l'ébauche 
de cette travure, peut, à son tour, être considéré comme ayant 
pour ébauche un simple triangle aux nœuds duquel on substitue 
trois paires de barres. 
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CHAPITRE m. 

CALCUL DES TRAVURES RÉTICULAIRES CHARGÉES AUX NŒUDS. 



XIL — Problèmes relatifs aux travures réticulaires. 

On peut se proposer de résoudre deux problèmes relatifs aux 
travures réticulaires, à savoir : 

1° Etant données les pressions et les tensions que peuvent 
et doivent supporter les barres d^une travure, ou, ce qui 
revient au même, étant donnés les dimensions des différentes 
pièces et le taux auquel on fait travailler la matière qui les 
compose, trouver les forces externes que Von doit appliquer 
à chacun des nœuds de la travure pour la maintenir en équi- 
libre, 

2*^ Etant donné un système de forces en équilibre appliquées 
aux nœuds d'une travure réticulaire donnée, trouver les pres- 
sions et les tensions auxquelles sont soumises les barres qui 
composent cette dernière. 

Xin. — Solution du premier problème. 

Le premier problème revient à celui-ci, qui est bien facile : 

Étant donné un système de forces concourantes, trouver la 
résultante de ce système. 

Pour le résoudre, il suffit de construire les polygones relatifs à 
chacun des nœuds de la travure {fig- 21). Les segments de ferme- 
ture de chacun de ces polygones seront ceux des forces externes 
qu'il faut appliquer aux nœuds correspondants. 

Si l'un de ces polygones se fermait tout seul {fig, 22), cela proii- 
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verait qu'il n'est besoin d'appliquer aucune force au nœud relatif 
à ce polygone. 

En réunissant tous ces polygones fermés, de telle sorte que leurs 
segments de fermeture se succèdent, ceux-ci forment un polygone 
fermé; car toutes les forces externes, ainsi déterminées, se font 
équilibre. Et, en effet, ces forces forment un système équivalent 
à un autre système composé de forces égales deux à deux et de 
sens contraires. 

La figure ainsi obtenue est ce que l'on nomme le diagramme 
des forces. 

Chaque barre étant commune à deux nœuds, le segment qui lui 
est relatif devra paraître dans chacun des deux polygones relatifs 
à ces nœuds ; par conséquent, dans le diagramme, chaque segment 
sera répété dans deux sens opposés, mais une seule fois en posi- 
tion distincte. 

Le diagramme varie avec l'ordre dans lequel se succèdent les po- 
lygones relatifs aux différents nœuds; mais il se compose toujours 
d'un polygone fermé relatif aux forces externes appliquées aux 
nœuds de la travure et d'un polygone fermé relatif aux composantes 
de ces forces suivant les barres de la travure. 

La travure peut être com,plète ou incomplète, suivant qu'elle 
est formée de N nœuds et de la totalité des barres qui joi- 
gnent ces nœuds deux à deux, ou d'une partie seulement de ces 
barres. 

Lorsqu'on peut parcourir la travure suivant un contour fermé, 
sans omettre de nœud et en ne passant qu'une fois sur chacun 
d'eux, on construit le diagramme des forces en ayant soin de faire 
succéder les polygones qui le composent dans le même ordre que 
celui dans lequel se succèdent les nœuds en parcourant le contour 
de la travure; en outre, on construit chaque polygone, de telle sorte 
que ses côtés extérieurs soient ceux qui sont relatifs aux deux 
barres de contour qui concourent au nœud correspondant. Tous 
les segments relatifs aux barres du contour sont alors répétés sur 
eux-mêmes. 

Dans le diagramme, le polygone fermé, formé de tous les seg- 
ments relatifs aux forces composantes agissant suivant les barres, 
se compose alors d'un polygone qui est relatif aux barres diago- 
nales et des segments doubles relatifs aux barres du contour qui 
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réunissent un certain nombre de sommets de ce polygone à ceux 
du polygone des forces externes. 

Le polygone relatif aux barres diagonales peut avoir ses côtés 
répétés sur eux-mêmes et alors il se présente sous la forme d'une 
figure ouverte qui réunit les segments relatifs aux barres du con- 
tour. Ce polygone peut encore avoir quelques-uns de ses côtés et 
même tous ses côtés répétés en position distincte et quelques som- 
mets libres. Si les actions qui s'exercent suivant les barres dia- 
gonales étaient nulles, ce polygone se réduirait à un point et la 
travure à un polygone funiculaire fermé. 

Tous les diagrammes des travures étudiées dans TOpuscule de 
M. Cremona contiennent le polygone relatif aux barres diagonales 
sous forme de figure double. 

On peut encore regarder comme des figures réciproques les des- 
sins des travures et leurs diagrammes lorsque, dans ceux-ci, le po- 
lygone des segments diagonaux ne se présente pas sous la forme 
d'une figure double, mais qu'il a quelques-uns ou tous ses côtés 
répétés en positions distinctes, quoiqu'il soit nécessaire de ré- 
péter, dans quelques cas, un même segment plusieurs fois dans 
des positions distinctes. 

ILdiJig. 23 est un exemple d'une travure ayant une barre sur- 
abondante (c'est la plus simple des travures complètes). Dans son 
diagramme, en prenant pour polygone du contour 5678 les seg- 
ments relatifs aux deux barres diagonales sont répétés en posi- 
tions distinctes. 

Pour pouvoir considérer les deux figures comme réciproques, il 
suffit de supposer que le point de croisement des barres diagonales 
(point qui peut être aussi sur leur prolongement) est un nœud, ce 
qui n'altère nullement les actions qui s'exercent suivant les mêmes 
barres. Ce point est alors la projection d'un sommet de la surface 
polyédrique qui se projette suivant le dessin de la travure. A ce 
sommet viennent concourir quatre arêtes qui se trouvent deux à 
deux dans un plan contenant la direction principale et qui, pour 
cela, se projettent suivant deux diagonales. La surface polyédrique 
réciproque contient, parmi ses faces, un parallélogramme plan, 
relatif au sommet dont on vient de parler; c'est la face qui se pro- 
jette sur le parallélogramme formé par la répétition des segments 
9 et 10. 
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Yidifig. 25 représente un cas moins simple. Pour plus de clarté, 
on a placé des lettres majuscules dans les différentes parties limi- 
tées par le contour de la travure et les diagonales et l'on a ré- 
pété les mêmes lettres près des sommets correspondants du dia- 
gramme. 

Pour pouvoir considérer comme successifs les nœuds auxquels 
sont appliquées les forces i , 2, 3, on doit considérer comme nœuds 
(idéals) les points de croisement (w, A), (m, k). 

Le choix de l'ordre de succession des nœuds influe beaucoup 
sur la simplicité du diagramme. Celui de la^?^. 2D eût été plus 
simple si l'on eût adopté l'ordre 2, 8, 7, i, 4» 3, 5, 6. 

Et à ce point de vue \^fig* 24 peut servir d'autre exemple. Si 
l'on avait adopté comme nœuds (idéals) du contour les points 
de croisement (6,c), (x,/), . . ., et pour contour celui que l'on 
aurait obtenu en parcourant la travure dans l'ordre i, 12, 2, 10, 4, 
8; 6, 7, 5, 9, 3, II, on aurait obtenu dans le diagramme des seg- 
ments répétés; cependant, dans le diagramme construit, aucun 
segment n'est répété. L'ordre à adopter est l'ordre unique dans 
lequel on peut parcourir la travure sans repasser par aucun nœud, 
et il a été mis en évidence dans la figure par le rabattement de la 
travure qui ramène celle-ci à une travure ordinaire du type trian- 
gulaire. 

XIV. — Solution du second problème. 

Quelque important que soit le problème qui consiste à trouver 
les forces externes qu'il faut appliquer aux différents nœuds d'une 
travure articulée pour la maintenir en équilibre, tout en faisant 
travailler la matière qui compose les barres à un taux déterminé, 
ce n'est pas celui que l'on a le plus souvent à résoudre, mais bien 
le problème inverse, qui peut s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Etant donné un système de forces en équilibrCy décomposer 
ces forces en d^ autres forces dont les lignes d^ action soient 
données, avec la condition que les composantes soient égales 
deux à deux et opposées. 

Ce problème n'est soluble par la Statique que dans le cas des 
travures strictement indéformables. 11 est résolu dans l'Opuscule 
de M. Cremona pour les travures du type triangulaire, et, à la 
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page 2 1 , § XXI, on a montré un exemple d'indétermination relatif 
au cas des travures à barres surabondantes. 

Le § XXIV de l'Opuscule traite des deux méthodes, des sections 
(Culmann) et des moments (Ritter). Comparées à la méthode 
géométrique de M. Cremona, ces méthodes perdent beaucoup de 
leur importance ; aussi doivent-elles surtout être regardées comme 
des méthodes purement auxiliaires. 

XV. — Méthode du polygone funiculaire. 

Nous allons indiquer une troisième méthode, que nous appelle- 
rons méthode du polygone funiculaire, qui peut remplacer les 
méthodes auxiliaires des sections et des moments. 

Cette méthode est applicable lorsque l'on veut connaître l'ac- 
tion qui s'exerce le long d'une barre; on sépare la travure en 
deux autres par une section qui coupe cette barre et qui ne ren- 
contre que des barres concourant en un même point. 

Soit à trouver l'action qui s'exerce le long de la barre MN de la 
travure représentée y?^. 26. 

Imaginons dans la travure une section idéale a^ qui coupe MN 
et ne rencontre que des barres concourant en un même point Q. 
Si l'on construit un polygone funiculaire, réunissant les forces i 
et 2, appliquées à la portion de gauche de la travure et qui ait 
pour premier côté la droite MN et pour dernier côté une droite 
passant par le point Q, on obtient l'action qui s'exerce sui- 
vant MN. 

Pour cela, on mène par le sommet c du polygone des forces le 
rayon indéfini cP© parallèle à MN; on prend sur ce rayon un 
pôle arbitraire Pq et l'on construit un premier polygone d'essai 
MACoQoî dont le dernier côté ne passe pas par le point Q, mais 
rencontre le premier en un point B, qui est fixe, quelle que soit la 
position du pôle Po sur la droite cPq. Si l'on joint BQ, on peut 
achever le polygone funiculaire et le polygone des segments cor- 
respondant; le rayon cP de ce dernier polygone, parallèle à MN, 
représente l'action cherchée ; de plus, le polygone des forces montre 
que la barre considérée est un tirant. 

XVI. — Méthode de fausse position. 

Une méthode complètement géométrique, qui peut être substi- 
Les Fig, récipr. 5 
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tuée aux méthodes auxiliaires précédentes, a été indiquée par 
M. Cremona. 

Voici l'énoncé du théorème sur lequel elle est fondée : 

Si un polygone se déforme de façon que tous ses côtés pas- 
sent par des points fixes y alignés sur une même ligne droite 
{dans les applications que nous ferons du théorème, cette 
droite sera celle à V infini), tandis que ses n — i premiers 
sommets se meuvent sur autant de droites fixes, le dernier 
sommet décrira une droite, et il en sera de même du point de 
concours de deux côtés quelconques du polygone {*). 

Soit (fig* 27) une travure aux nœuds supérieurs de laquelle 
sont appliquées des forces bcd. . .5 et soient a et ^ les réactions 
des deux points d'appui. La méthode des nœuds permet de déter- 
miner les actions le long des barres 1,2,3,47 5,6, mais elle n'est 
plus applicable au nœud (4*9) auquel viennent concourir trois 
barres, le long desquelles agissent des pressions ou des tensions 
inconnues. 

Nous appliquerons à ce nœud la méthode basée sur l'emploi du 
théorème précédent et que Ton nomme méthode de fausse position. 

Traçons un premier polygone d'essai relatif au nœud (4'9)> ^^ 
choisissant arbitrairement la longueur de l'un des côtés, de 7' par 
exemple ; menons les segments indéfinis parallèles aux barres 1 1 , 
7, 9, i3. Construisons ensuite le polygone A^B^ClD| dont les 
côtés sont parallèles aux barres 8, 12, i4î ïo et dont les sommets 
doiventse trouver: A|^ (8'. 10') sur la droite 7'; B|^(8'. i2')sur9'; 
D|^ (14'. 10') sur 1 1'. Si l'on fait varier la longueur 7', le quatrième 
sommet C| ^ (12'. i4') de ce polygone décrit une certaine droite 
C| C2 ; mais il doit se trouver aussi sur la droite i3'; donc il sera à 
l'intersection de ces deux droites. Le lieu que décrit le point C| 
se construit en faisant un deuxième essai A2B2C2D2, auquel cor- 
respond une seconde longueur arbitraire du segment 7'. 

Connaissant le point C, on complète le diagramme qui donne 



( ' ) Voir Traité des propriétés projectives des figures, !'• édition, p. 332, § 538 ; 
Paris, Bachelier, 1822. 

Ce théorème est un cas particulier d'un théorème plus général dû à Mac- 
Laurin. 
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la valeur des forces 7, 8, 12, i4> 10, 11,9, i3 qui étaient encore 
inconnues. 

On peut encore- opérer d'une autre façon (* ) : 

Au lieu de se donner la longueur du segment 7', on se donne 
arbitrairement celle du segment i3' en prenant le point C3 pour 
son extrémité. 

On trace le polygone DaCjBj A| D| dont les côtés sont parallèles 
aux barres i4, 1^9 8, 10; les côtés C3D2 et A| D| se coupent en un 
point Do ; la droite DDo qui fournit la solution du problème peut 
être tracée sans faire un second essai. 

En effet, cette droite est la ligne d'action de la résultante des 
forces, ayant pour lignes d'action les segments indéfinis 7', 9', i3', 
dont les segments se trouvent représentés dans les côtés de la 
travure 7, 9, i3. Le polygone que nous avons construit n'est 
autre que le polygone funiculaire correspondant aux rayons pro- 
jetants 10, 8, 12, 14, issus d'un même point. Le segment de fer- 
meture est la droite (6. 11) (i3.i4) à laquelle la droite DD© est 
parallèle. On n'a donc qu'à mener par le point D© une parallèle à 
la droite (6. 1 1) (i3. i4), et son intersection avec la droite 1 1' four- 
nit la solution du problème. 

Pour continuer la construction du diagramme, on trace tous 
les segments indéfinis dont on connaît une origine, savoir : 
23', i5', 17', 19', 27', 29'. Il est inutile, en raison de la symétrie de 
la figure, d'aller au delà. On fait un premier essai en limitant en E| 
le segment 23', et l'on construit le polygone E| Fj G^ H| Kj L| M^Ni 
dont les côtés sont parallèles aux barres 22, 16, 18, 20, 24, 26,28,80 
et dont les sommets sont sur les droites 23', 1 5', 1 7', 1 9', 2 1', 25', 27'. 
Le sommet N| sera sur une droite Ni N2 dont on détermine un se- 
cond point N2 en faisant un second essai : E2F2G2H2K2L2M2N2. 
La droite N|N2 rencontre la droite 29' en un point N dont la con- 
naissance permet de tracer le polygone NEFGHKLM , qui résout 
le problème. 

XVII. — Extension de la méthode de fausse position au calcul des travures 

indivisibles. 

Cette méthode acquiert une importance toute spéciale pour le 
calcul des travures qui, tout en satisfaisant à la condition d'être 

(" ) Voir, page 22, § XXI de l'Opuscule de M. Cremona. 
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strictement indéformfibles, ne peuvent être calculées par les autres 
méthodes auxiliaires, parce que toutes les sections idéales coupent 
ou trois barres concourantes de la travure, ou quatre barres au 
moins ne concourant que deux à deux., 

Soit {fig» a8) Tune de ces travures, et 1,2, {d,f), 3, 4> (ff»f^)i 
Sy6, (n,q) Tordre dans lequel doivent se succéder ses nœuds. 
Construisons le polygone des forces externes en équilibre, en 
suivant le même ordre, et par ses différents sommets menons 
des segments indéfinis correspondant au contour de la travure 
acd/hkmpq; donnons-nous arbitrairement la longueur de Tun 
de ces segments, celle de rf' par exemple, et construisons le 
polygone des segments relatifs aux barres diagonales t,e,^, l^n^r 
en profitant du théorème précité. On remarque que tous ses côtés 
sont répétés dans des positions distinctes et que, quoique les som- 
mets E, K, D soient libres, c'est-à-dire ne doivent pas tomber sur 
un segment relatif à une barre du contour, cependant, comme ce 
sont des sommets de parallélogrammes, les droites sur lesquelles ils 
doivent se maintenir sont déterminées. De telles droites peuvent 
se déterminer au moyen de deux essais. 

Pour faire Tessai, on peut, par exemple, procéder de la façon 
suivante : tracer ABCD et déterminer ensuite EFGHKLMND; tte 
sommet N devrait tomber sur q'. Un deuxième essai donne une 
autre position du sommet N' et la droite NN' rencontre la droite g' 
en un point qui fournit la solution du problème. 

Si la travure indivisible est compliquée, on fera un dessin du 
diagramme que l'on construira en supposant que l'on a à résoudre 
le problème inverse, et cela dans le but de pouvoir former le po- 
lygone d'essai relatif aux barres diagonales d'une façon plus ex- 
péditive, en suivant l'ordre de succession qu'ont les côtés dans ce 
diagramme. 

Les méthodes des nœuds, des sections, des moments et du po- 
lygone funiculaire peuvent être employées indépendamment de la 
connaissance du diagramme, mais la méthode de fausse position 
exige la construction de celui-ci : aussi pourrait-on l'appeler 
Méthode du diagramme, 

XVIII. — Cas singuliers. 
Il existe certaines travures particulières dans lesquelles trois 
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barres au moins concourent en chacun de leurs nœuds et quî peu- 
vent se calculer sans employer la méthode précédente. 

Lorsque quatre forces dont deux ont la même ligne d'action 
passent par un même nœud, le polygone relatif à ce nœud est un 
trapèze (et comme cas particulier un parallélogramme ou un rec- 
tangle). Si donc l'une des deux autres forces est connue, l'autre 
le sera aussi. Cette remarque permet de calculer une travure en 
se servant de la méthode des nœuds à l'exclusion de toute autre. 

La fig. 2D en offre un exemple; les barres a, c, e, g étant toutes 
sur une même droite, les polygones relatifs aux nœuds 5, 6, 7 sont 
des trapèzes. Ayant déterminé les segments 6", ûP', f" relatifs aux 
barres 6, rf,/, on peut construire les polygones relatifs aux nœuds 
I, 2, 3 et compléter ensuite le diagramme. 
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CHAPITRE IV. 



TRAVURES RÉTICULAIRES STRICTEMENT INDÉFORMABLES 
CHARGÉES AUX NOEUDS ET SUR LES BARRES. 



XIX. — Exposé de la question. 

Dans les théories elles applications successives que nous venons 
d'exposer, nous avons supposé que les lignes d'action des forces 
externes en équilibre appliquées à la Iravure passaient toutes par 
les différents nœuds de celle-ci, et nous avons vu que, dans ce 
cas, les différentes barres de la travure n'étaient soumises qu'à la 
compression et à la tension simples. Mais il peut arriver que les 
barres soient soumises, en des points quelconques de leur lon- 
gueur, à l'action de charges concentrées ou à des forces continues, et 
alors le mode d'action des forces est un peu plus compliqué. C'est 
l'étude de ces travures que nous allons actuellement entreprendre. 

XX. — Génération des solides. Résultante relative à une section. 

On peut toujours considérer un corps comme engendré par une 
figure plane, de surface variable, dont le contour n'a pas de points 
d'ordre supérieur au premier, et qui se meut de façon à rester 
toujours normale à la courbe décrite par son centre de gravité. On 
appellera section la figure plane génératrice du solide. Lorsque 
nous considérerons une section idéale d'un solide, ce sera tou- 
jours une section normale à la ligne décrite par le centre de gravité, 
à moins que nous ne disions expressément le contraire. La ligne, 
lieu des centres de gravité des sections, s'appelle a:re du solide. 

Si l'on considère une portion du solide comprise entre l'une de 
ses extrémités et une section o- quelconque, et si l'on compose 
ensemble toutes les forces appliquées à cette portion, on obtient 
une certaine force qui s'appelle résultante relati{^e à la section <t. 
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Xn. — Actions composantes de la résultante relative à one section. 

Soit un solide AB encastré ou reposant sur des appuis et sou- 
mis à des forces quelconques (Jig- 38). Pour déterminer les dif- 
férentes actions composantes de la résultante r relative à la section 
T, on décompose la résultante en une première force qui lui est 
équipoUente et qui passe par le centre de gravité O de la section 
considérée, et en une autre infiniment petite située à Finfini, dont 
le moment M^ est égal à ra. A la composante r, on substitue deux 
autres forces, Tune 9, agissant suivant la tangente à Taxe du solide 
au point O, l'autre /?, située dans le plan de la section. La compo- 
sante infiniment petite, située à Tinfini, peut se décomposer en 
deux autres, dont Tune a pour ligne d'action la droite à l'infini du 
plan de la section t et pour moment M^, et dont l'autre a pour 
ligne d'action la droite à l'infini d'un plan perpendiculaire à la sec- 
tion qui contient la droite q et qui a pour moment M^. 

La force/? tend à déplacer la portion BO du solide en la faisant 
glisser sur la section c, et pour cela on l'appelle effort tranchant ; 
la force q tend à comprimer la même portion du solide sur la 
partie OA ou à l'en détacher, suivant les cas; c'est une action nor- 
male de compression ou de tension simple. La composante infini- 
ment petite, située à l'infini de moment M^, tend à faire tourner 
la portion BO du solide autour d'un axe perpendiculaire à la sec- 
tion a-; c'est une force de torsion dont le moment M^ s'appelle 
moment de torsion, La composante qui a pour moment M/ tend 
à faire tourner la même portion du corps autour d'un axe situé 
dans le plan de la section c; c'est une action fléchissante, et M/ 
s'appelle m.oment fléchissant. Telle est l'action la plus générale 
d'une force sur un solide encastré ou reposant sur des appuis. Si 
l'on avait deux résultantes relatives à la section o-, on devrait com- 
poser ensemble les actions composantes relatives à chacune d'elles. 

XXII. — Cas particuliers. 

Dans les constructions statiques, les choses se passent ordinai- 
rement d'une façon plus simple, par suite de la disposition des 
forces par rapport au solide auquel elles sont appliquées. 

Si la résultante /• relative à une section o* se trouve dans un plan 
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passant par la tangente à l'axe du solide, menée par le centre de 
gravité O, la force de torsion est nulle. 

Si la résultante r est perpendiculaire au plan de la section a-, le 
solide est seulement soumis à une action normale (tension ou 
compression) agissant suivant la tangente à l'axe du solide au 
centre de gravité de o- et à une action fléchissante de moment M^. 

Si la résultante r se trouve dans un même plan avec la ligne de 
la force gr, et si elle est parallèle en même temps au plan de la 
section o-, la composante q est nulle. Ces cas peuvent se présenter 
dans les travures que nous allons traiter. 

lyorsque la ligne de la résultante r coïncide avec l'axe du solide 

supposé prismatique, on a une action de tension ou de compres- 

. sion simple. C'est cette action qui se manifeste dans toutes les 

barres des travures réticulaires chargées aux nœuds seulement, 

qui ont été traitées précédemment. 

XXIII. — Problème des trois points. 

Les travures dont nous allons nous occuper maintenant sont 
strictement indéformables et sont formées de barres assemblées 
les unes avec les autres, à charnières; mais les axes longitudinaux 
de ces barres peuvent être curvilignes et même prolongés au delà 
des charnières d'assemblage. Les forces en équilibre qui agissent 
sur le système peuvent être appliquées à des points quelconques 
des axes des barres aussi bien qu'aux charnières. Les barres peu- 
vent aussi être soumises à des forces continues qui seront^ par 
exemple, leurs poids propres, dont on pourra tenir compte. 

Nous allons, pour ces travures, déterminer les actions que toutes 
les barres composantes exercent sur les charnières d'assemblage ou 
les réactions que ces charnières exercent sur les barres qui y abou- 
tissent. Cette détermination nous permettra de trouver les actions 
diverses qui s'exercent sur les différentes sections des barres. 

La détermination des actions exercées sur les charnières est 
basée sur le problème qui consiste à réunir un système de forces 
agissant sur deux barres réunies à charnière, par un polygone 
funiculaire, dont les côtés passent par les deux extrémités et le 
point de concours des barres considérées. Ce problème peut s'ap- 
peler problème des trois points ou des trois nœuds. 
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Soient {Jig' Sg) deux barres a et b^ assemblées à charnière, 
avec les appuis A et C et entre elles en B. La première de ces 
barres est soumise à une force i, l'autre à deux forces 2 et 3. Réu- 
nissons ces trois forces par un polygone funiculaire dont les côtés 
passent par les points A, B et C. Pour cela, faisons un premier 
essai : menons par le point A un côté quelconque ALq, puis un 
second LqBMo, et dans la figure des segments, déterminons 
le pôle Po correspondant au polygone funiculaire dont nous ve- 
nons de tracer les deux premiers côtés. Pour cela, menons par 
les extrémités du segment l' des parallèles aux côtés ALo et LqBMo, 
dont l'intersection détermine le pôle cherché. Cela fait, remar- 
quons que tous les polygones funiculaires analogues, relatifs aux 
pôles situés sur une droite parallèle à AB et passant parPo, seront 
tels que leurs côtés correspondants se couperont sur cette droite 
AB; par conséquent, si nous prenons les points S et R d'intersec- 
tion de l'avant-dernier et du dernier côté du polygone funiculaire 
tracé avec la droite AB, les côtés de même rang de tous les poly- 
gones funiculaires relatifs aux pôles situés sur la droite PPo pas- 
seront par ces points, et en particulier celui qui résout la question. 
Joignons CR, puis NS, et nous aurons les deux derniers côtés du 
polygone cherché, dont on détermine facilement le pôle P. Les 
droites AL et GN sont les lignes d'action des réactions des 
charnières," et les grandeurs de ces réactions sont représentées 
par les lignes correspondantes du polygone des segments. 

Supposons maintenant que la force 2 appliquée à la barre b se 
déplace dans le plan, jusqu'à ce que sa ligne d'action passe par le 
nœud B (Jig* 4^) • nous pouvons encore réunir les trois forces par 
un polygone funiculaire en employant la construction donnée 
précédemment; pour cela, il suffît de faire un premier essai 
ALoBNoGo qui permet de déterminer le point R par lequel passent 
les derniers côtés de tous les polygones funiculaires relatifs aux 
pôles situés sur une parallèle, à la droite AB. On joint ensuite CR, 
puis NB, ce qui permet de déterminer le pôle P du polygone funi- 
culaire cherché, et d'achevef la construction du polygone ALBNC. 

L'inspection de ce polygone funiculaire et du polygone des seg- 
ments correspondant montre que les réactions qui se développent 
au nœud B ne sont plus égales lorsqu'une force externe est appli- 
quée à ce nœud. 
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Solidifions par la pensée les lignes du polygone funiculaire 
ALBNC, et considérons ses côtés comme étant les axes d'autant 
de barres réunies entre elles aux différents sommets. L'ensemble 
de ces barres formera une travure] polygonale qui pourrait, aussi 
bien que les barres données a et 6, relier les forces i, 2 et 3. 

Les deux barres aetb soumises à des efforts de compression et 
de flexion pourraient donc être remplacées par les deux paires 
de barres a^ et «2, b^ et 62» soumises simplement à la com- 
pression. 

Renversons le sens des forces données, les deux barres a et b 
seront soumises à des efforts de tension et de flexion, et l'on 
pourrait encore les remplacer par deux paires de barres a^ et a2, 
64 et 625 soumises simplement à l'extension. De même, lorsque les 
deux barres, travaillant simultanément par flexion, résistent en 
outre, l'une à l'extension, l'autre à la compression, on pourrait sub- 
stituer à la première un couple de barres ax et «2, résistant à l'ex- 
tension simple, et à la seconde un couple de barres b\ et 62^ résis- 
tant à la compression simple (Jig- 4i)- Cependant le système ne 
serait plus géométriquemçnt indéformable. 

XXIV. — Liaison des barres sous la condition (pie leurs centres d'appui 
soient sur leurs axes rectilignes respectifs. 

Les fig, 42 et 43 représentent les organes que l'on pourrait 
employer pour réaliser les dispositions ci-dessus, sous la condition 
que les centres d'appui des barres soient sur leurs axes rectilignes 
respectifs; mais il convient de remarquer que dans ces figures 
on a exagéré les dimensions des différents organes. 

Pour dessiner ces figures, on remarque que les nœuds A, B, C 
de \difig, 4i sont les centres des chevilles, et que les points géo- 
métriques de contact des colliers de la barre a avec les chevilles A 
et B doivent être les mêmes que les points de contact des colliers 
idéals des barres a^ et «2 avec les mêmes chevilles ; cela revient à 
dire que les centres des colliers de la barre a se trouvent l'un sur 
l'axe de la barre a^ l'autre sur l'axe de la barre «2* 

La ligne qui joint les points de contact de la barre a avec les 
deux chevilles A et B doit être l'axe géométrique de a; cet axe ne 
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sera donc pas la droite AB qui joint les centres des deux chevilles, 
il ne se confondrait avec la droite AB que dans le cas où la barre 
ne serait soumise à aucune force transversale. 

Il importe de remarquer que la barre a qui s'appuie sur les deux 
chevilles aux points A et B, déterminés comme nous avons dît ci- 
dessus, est en équilibre sous l'action de la force i et des deux 
réactions qui se développent aux points d'appui ; ces réactions ont 
pour lignes d'action les axes des barres «i et a^^ et leurs gran- 
deurs sont représentées par les deux premiers côtés du polygone 
des forces. 

Si, par le pôle P {Jig- 40? ^'^ mène la parallèle à Taxe de la 
barre a (axe que dans la pratique on pourra considérer comme se 
confondant avec la droite AB), et que Ton y projette la force i', 
la longueur QP représentera la grandeur de la force de tension à 
laquelle est soumise la portion de la barre, comprise entre le 
point A et le point d'application de la force i, et la longueur TP 
représentera la grandeur de la force de tension qui s'exerce sur la 
portion de barre comprise entre le point d'application de la force i 
et le point d'appui B. Les segments QQ' et TT' mesurent les réac- 
tions normales à la barre a qu'opposent les deux chevilles. 

Si l'on considère une section de la barre a comprise entre l'ex- 
trémité A et le point d'application de la force i et située à une 
distance x de A, la résultante relative à cette section est d^ et les 
actions composantes de cette résultante sont : i° une tension 
simple y = PQ; 2** un effort tranchant />i=QQ'; 3° un couple 
fléchissant de moment Mf=^px. On a donc tous les éléments 
nécessaires pour calculer cette section et l'on aurait d'une façon 
analogue tous les éléments nécessaires pour calculer toute autre 
section de la barre a soumise à la flexion composée. On répéterait 
les mêmes raisonnements sur la barre 6. 

XXV. — Cas où les forces appliquées aux barres sont parallèles à une 
de celles-ci. 

Supposons que les forces appliquées aux deux barres aient 
toutes la même direction que l'une des barres; alors les lignes 
d'action des forces 2 et 3 {fi g- 44) coïncident avec l'axe de la 
barre 6, qui est soumise simplement à des forces de compression 
dont les grandeurs variables sont égales à une composante de i 
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augmentée de la force 2, pour la portion de barre comprise entre 
B et le point d'application de 3 et à la composante de i augmentée 
des forces 2 et 3, pour la partie inférieure. La réaction de la che- 
ville A a la direction de la force i et le nœud (ai . i .«2) se trouve 
à Tin fini. Le pôle du polygone funiculaire est sur le segment 1' en 
un point P qui divise celui-ci en deux parties qui sont les seg- 
fnents représentant les grandeurs des réactions a^ et ao des ap- 
puis A et B. La portion de la barre comprise entre l'appui B et 
la force i est soumise à un effort de traction représenté par la lon- 
gueur PT, l'autre portion est soumise à un effort de compression 
représenté par le segment PQ. 

XXVI. — Cas où une seule des barres est chargée. 

Si une seule des deux barres est chargée, la détermination des 
réactions des points d'appui est plus simple. La barre a, qui n'est 
pas chargée (Jig* 45)i n'a à résister qu'à la traction ou à la com- 
pression simple, et le premier côté du polygone funiculaire est 
l'axe de cette barre. Traçons ce polygone et, pour cela, faisons 
un premier essai BNo, auquel correspond le pôle Po ; menons NoR 
parallèle au dernier rayon du polygone des forces; joignons CR et 
menons-lui, par l'extrémité du segment 3', une parallèle dont 
l'intersection avec le premier rayon du polygone des forces donne 
le pôle P correspondant au polygone funiculaire ABNC. La droite 
BN que l'on peut tracer, indépendamment du pôle P, lorsque 
l'on connaît le point R, doit être parallèle à la droite P(2'.3') du 
polygone des forces. La cheville B est en équilibre sous l'action 
des forces a, 6| et 2. 

Un cas plus simple serait celui où une seule des barres serait 
chargée (Jig' 46), le nœud B étant déchargé, car alors la réaction 
en B agirait suivant l'axe de la barre a, et la réaction en G passe- 
rait par le point (3. a). 

Si le nœud B seul était chargé, on retomberait dans le cas déjà 
traité, des travures réticulaires chargées aux nœuds seulement. 

XXVII.— Calcul des travures réticulaires chargées aux nœuds et sur les barres. 

La détermination des actions qui s'exercent sur les charnières 
de liaison de deux barres liées entre elles sert de base au calcul 
des travures réticulaires chargées aux nœuds et sur les barres. 
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Il suffit, en effet, connaissant toutes les forces en équilibre qui 
agissent sur la travure et après avoir déterminé les réactions des 
appuis, d'appliquer le problème de trois points à deux barres au 
nœud commun desquelles est appliquée une force connue. On passe 
ensuite à un couple de barres se trouvant dans les mêmes condi- 
tions et ainsi de suite. Le calcul se présente toujours sous une 
forme facile pour les travures triangulaires. 

Supposons, par exemple, que l'on ait déterminé les réactions des 
points d'appui de la travure de \^fig, 47 et que Ton ait appliqué 
le problème des trois points successivement aux deux couples de 
barres a et 6, c et rf aux nœuds communs desquelles sont appli- 
quées des forces connues, puis qu'on ait résolu le même problème 
pour les barres e et g. Il reste à la fin une seule barre /, car le 
nombre total des barres qui entrent dans une travure strictement 
indéformable est impair comme étant égal à 2N — 3, expression 
dans laquelle N représente le nombre des nœuds. Une telle barre 
sert de vérification, comme cela a lieu dans le cas où les travures 
ont leurs nœuds seuls chargés ; c'est-à-dire que les lignes des 
réactions de ses appuis doivent se croiser sur la ligne de la résul- 
tante des forces qui sollicitent la barre elle-même. 

Il est presque superflu de dire que, dans le calcul d'une tra- 
vure, on a à construire autant de polj^gones des forces séparés 
qu'il y a à résoudre de fois le problème des trois points. 

Cela conduit à employer beaucoup d'espace; c'est là, du reste, 
la raison principale qui rend si utiles les diagrammes des forces 
qui, dans le calcul des travures réticulaires chargées aux nœuds 
seulement, tiennent lieu des polygones distincts relatifs à chacun 
des nœuds. 

Si l'on suppose réunis par leurs côtés communs les différents 
polygones relatifs aux applications successives du problème des 
trois points, on obtient un diagramme des forces. 

La possibilité d'obtenir un diagramme pour les travures chargées 
aux nœuds et sur les barres résulte, du reste, de ce fait que l'on 
peut imaginer 2B barres idéales remplaçant les B barres de la 
travure donnée et résistant seulement à la tension ou à la com- 
pression simple : les axes de ces barres seraient les lignes des ac- 
tions transmises par les barres réelles à leurs nœuds d'appui 
(Jig* Ai)\ oiï obtiendrait, par cette substitution, une travure 
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réticulaire de si B barres, chargée aux nœuds seulement et il est 
clair que Ton peut toujours construire le diagramme des forces 
relatif à une pareille travure. 

On a vu comment oli peut obtenir, pour toute barre réelle, les 
actions longitudinales et normales à son axe. 

Il convient de remarquer que, dans les diagrammes de ces tra- 
vures, quelques-uns des segments sont répétés; mais, malgré 
cela, leur emploi est encore préférable à celui des polygones sé- 
parés. 

Nous allons donner quelques exemples destinés à bien faire 
comprendre la simplicité de la méthode. 

3EXYIII. — Exemple. 

La fi g, 48 représente une travure dont les barres a et c sont 
soumises à Faction des forces i et 2, 4 et 5 qui pourront être rem- 
placées par leurs résultantes respectives, et dont les autres barres 
6, ^, d sont soumises chacune à une force unique qui pourra être, 
par exemple, son propre poids. Aux deux nœuds (a.c) et (e.rf) 
de la travure sont appliquées deux autres forces 3 et 9. 

Après avoir trouvé les réactions des points d'appui, construisons 
le polygone des forces dans l'ordre i'2'3'4'« • • 10' 11', et considérons 
les deux barres a et e. Un premier essai nous permet de construire 
le polygone funiculaire aa^i 626 i» Le polygone des forces externes 
relatif à ces barres est le polygone 10' 11' 1^2', et le pôle du poly- 
gone funiculaire est P4 . Menons par Pj une parallèle à la barre a 
et projetons sur elle les segments i' et 2'; les segments R'R et T'T 
représentent la valeur des réactions normales des points d'appui 
de a ; le segment Pi T représente l'action longitudinale exercée sur 
la barre a, depuis l'extrémité supérieure jusqu'au point d'appli- 
cation de la force 2; le segment P|S représente l'action longitu- 
dinale exercée sur a entre les deux forces 2 et i ; enfin, Pi R repré- 
sente l'action longitudinale qui s'exerce dans l'intervalle compris 
entre la force i et l'extrémité inférieure de la barre. Nous déter- 
minerons d'une façon analogue les actions auxquelles est soumise 
la barre e. 

On passe ensuite aux deux barres c et rf en construisant le poly- 
gone funiculaire c^Carfi^îî le polygone des forces, relatif à ces 
deux barres, est 4'5'6'7'; le pôle est Pa. On accouplera la barre b 
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avec la barre e, et l'on obtiendra le polygone des forces (8')(rfj) 
q' I o' ; le pôle ?< est déjà déterminé par Tintersection des droites e\ 
et e\ ; par conséquent, P| P2 représente la tension de la barre b pour 
la partie comprise entre le point d'application de la force 8 et Tex- 
trémité supérieure, et V^ Q la tension à laquelle résiste la partie 
inférieure de la barre. 

XXIX. — Autre exemple. 

l^dijig. 49 est un autre exemple de Iravure à barres chargées. 
Aucune force n'est appliquée aux nœuds (b.d) et (d.g); les ré- 
sultantes des forces appliquées aux barres a et / coïncident res- 
pectivement avec 2 et 6. On construit le polygone des forces dans 
l'ordre î'2' . , » i3', i4', et Ton détermine par la méthode connue 
le pôle P| relatif au polygone funiculaire a2ai&i&2; PiQ repré- 
sente Faction longitudinale exercée sur la barre a dans la partie 
comprise entre l'appui inférieur et la force i ; P| R l'action pour 
la portion comprise entre la force i et la force 2 ; P| S l'action 
pour la portion comprise entre les forces 2 et 3; enfin Pj T l'action 
pour la partie comprise entre les forces 3 et 4- On passe ensuite 
aux deux barres d et c; Idijîg. ii'(b'^)(i2') est le polygone cor- 
respondant aux forces qui sont appliquées à ces barres, et le pôle 
est le point Pj. 

Le polygone des forces correspondant aux deux barres ^ et ^ 
est Q'{d'^)(io'); le polygone funiculaire qui réunit ces forces a 
pour pôle un point P3 qui est en même temps celui du polygone 
funiculaire qui réunit les forces 5, 6, 7, 8, 9 appliquées aux deux 
barres / et g. Nous sommes ainsi arrivés à substituer deux barres 
idéales à chacune de celles qui composent la travure donnée; de 
la sorte, à chaque triangle abc de la première travure, correspond 
un hexagone «< «2^1 62^1^2 î et dans la figure qui représente les 
forces en grandeur et direction, à cet hexagone correspondent 
six rayons passant par un même point P| et parallèles à chacun 
des côtés de celui-ci. 

XXX. — Autre solution du problème des trois points. 

Lorsque la charge qui agit sur l'une des barres de la travure est 
très petite, par rapport à l'action longitudinale que cette barre 
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supporte, les actions qui s'exercent sur les nœuds qui la terminent 
ont une direction peu différente de celle de Taxe de la barre, et, 
dans ce cas, la détermination des pôles relatifs à ces nœuds pré- 
sente une certaine incertitude. Les considérations qui suivent 
fournissent un moyen de déterminer le pôle du diagramme des 
forces, avec précision, dans le cas qui nous occupe et par une 
construction un peu plus simple que celle qui a été indiquée 
pour \9ifig» 4o« 

Soit à déterminer le pôle P| {fi g' 49)» Supposons-le trouvé, et 
projetons les extrémités du segment représentant la charge totale 
i'4- 2'+ 3', appliquée à la barre a d'un point quelconque U de 
a , Cela revient à décomposer le segment a^ en deux autres Q'U 
etUP4, et le segment «2 en deux autres P| U et UT'; les lignes 
d'action des deux forces ?< U et UP| égales et opposées coïncident 
avec Taxe de la barre a; par conséquent, les deux autres forces Q'U 
et UT' se coupent sur la ligne d'action de la résultante des forces i , 2 
et 3. Donc, si l'on joint un point quelconque de la ligne d'action 
de la résultante des charges élémentaires, appliquées à une barre 
a (ici c'est un point de la force 2) aux extrémités de cette barre, 
et si l'on mène dans le plan du polygone des forces, et, par les ex- 
trémités du segment représentant la résultante, des parallèles à 
cliacune de ces lignes, celles-ci se coupent en un point qui appar- 
tient à une droite a' parallèle à a et passant par le point P| ( * ). En 
faisant la même opération pour la force i3 appliquée à la barre è, 
on obtient un point L qui appartient à une droite V parallèle 
à 6 et passant par P|. L'intersection de ces lignes donne le point 
Pi cherché. 

XXXI. — Détermination des barres comprimées et des barres tendues. 

Remarquons que dans hi Ji g, 49 le nœud {a^.a^) se trouve au- 
dessus de a\ cela veut dire que la barre a est comprimée; le 
nœud (64. 62) étant, au contraire, au-dessous de la barre i, celle-ci 
est tendue. Cette règle, bien simple à retenir, permet de recon- 
naître, à la simple inspection de la travure transformée, quelles 



(') Nous n'avons donné ici qu'une démonstration mécanique directe de cette 
propriété qui a déjà été indiquée au § XXIII. 
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sont celles des barres de la travure qui résistent à la tension et 
quelles sont celles qui résistent à la compression. 

XXXII. — Travures dont les barres sont prolongées au delà de leurs nœuds 

d'attache. 

Dans les exemples qui précèdent, chaque barre est limitée à 
deux nœuds. Dans la pratique, cependant, on rencontre des tra- 
vures dont quelques barres sont prolongées au delà des deux 
nœuds strictement nécessaires pour la déterminer. La méthode 
générale ne subit aucune modification dans le cas où l'on ren- 
contre cette disposition, c'est ce que nous allons montrer par un 
exemple. 

Soient i^fig' 5o) a et h deux barres assemblées comme celles 
àe?^Jig. 4o et 4i, mais prolongées au delà de leur nœud commun. 
Pour trouver les réactions des chevilles, on fait un essai qui per- 
met de tracer le polygone ADBEC, le seul qui soit tracé sur la 
figure. On voit que les axes des barres a et 6 passent par les points 
d'appui de celles-ci sur les chevilles, et que ces points (mis en 
évidence au moyen de petits cercles) sont sur les axes a^, «a, 6|, 
b'2 passant par les centres des chevilles qui sont donnés. 

Une barre a peut être remplacée par deux autres a^ et aj, 
comme le montre X^fig, 5i. La force i agit de la même façon sur 
les chevilles A et B, tant par l'intermédiaire de la barre a que par 
l'intermédiaire des deux barres a^ et a^. On remarque en outre 
que, dans le cas où la barre est prolongée au delà de ses deux 
nœuds, les deux barres qu'on peut lui substituer sont l'une com- 
primée et l'autre distendue. 

Pour trouver les actions longitudinale et normale qui s'exercent 
sur la barre a, menons dans le plan du polygone des forces, et par 
le pôle P une parallèle a! à l'axe de la barre a, et projetons sur 
cette droite les forces a'^, d^ et i'. La projection de i' représente 
la compression que supporte la portion de la barre comprise entre 
le point d'application de la force i et le point d'appui B; au delà 
de B, la compression est égale à la projection de i', augmentée de 
la projection de d^ sur d . La cheville A exerce sur la barre une 
réaction longitudinale mesurée par la projection de d^ sur a', 
projection égale et opposée à la somme des deux précédentes. 
L'action normale de i est représentée par la projection de i' sur 
Les Fig. récipr. 6 
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/ig, et celle de l'assemblage A par n\ ; la somme de ces deux ac- 
tions est égale et opposée à Faction normale n^ de rassem- 
blage B. 

XXXIII. — Observation sur le calcul des travures réticulaires chargées aux 
nœuds et chargées sur les barres et aux nœuds. 

On conçoit ordinairement les travures à nœuds chargés comme 
formées de barres sur les axes desquelles se trouvent les centres 
d'appui, ces axes étant rectilignes, et l'on suppose ces barres 
soumises à de simples efforts longitudinaux de pression ou de ten- 
sion. 

C'est là un ensemble de conceptions rationnelles qui conduisent 
à la plus grande économie de matière; mais les dispositions pra- 
tiques ne répondent pas toujours à ces conditions théoriques; 
ainsi les centres d'appui ne sont pas toujours sur les axes, et ceux-ci 
ne sont pas toujours rectilignes. 

Le calcul de ces travures n'est entaché pour cela d'aucune 
erreur, mais on ne peut plus dire que les barres soient su- 
jettes à de simples efforts longitudinaux de tension ou de com- 
pression. 

Nous avons déjà fait observer au § XXIV que le calcul des tra- 
vures à nœuds et à barres chargés ne comporte aucune restriction 
analogue. Cependant, nous avons supposé que les forces étaient 
appliquées aux axes des barres et que celles-ci étaient prisma- 
tiques, et nous avons montré comment on déterminait les com- 
posantes longitudinales et normales à l'axe de chacune des 
barres, soit des réactions des appuis, soit des forces qui sollici- 
tent les barres et qui ont leurs points d'application sur les axes. 

Mais remarquons encore là que les dispositions pratiques que 
nous avons admises ne sont pas toujours réalisées; car les centres 
d'application des réactions et les centres d'application des forces 
agissant sur la travure peuvent ne pas tomber sur les axes 
des barres considérées, et ces axes eux-mêmes peuvent être 
courbes. 

Dans ce cas, la solution indiquée est encore valable, mais il n'y 
a plus lieu de considérer les actions longitudinales et normales 
qui n'auraient aucune signification. 

Ce qui reste d'absolument vrai du calcul des travures à nœuds 
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chargés et de celui des travures chargées aux nœuds et sur les 
barres peut s'énoncer ainsi : 

En ne considérant les travures réticulaires que comme des 
systèmes de corps appuyés les uns sur les autres, le calcul de 
ces travures permet de déterminer pour tous ces corps les réac- 
tions des appuis, c^est-à-dire de compléter la connaissance des 
forces en équilibre qui sollicitent chacun d^eux. 
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CHAPITRE V. 



TRAVURES RETICULAIRES STRICTEMENT INDEFORMABLES 
PLUS GÉNÉRALES. 



XXXIV. — Composition de ces travures. 

Lorsque nous nous sommes occupés de la génération des tra- 
vures réticulaîres strictement indéformables, soit par la liaison 
de nœuds, soit par la liaison de barres, nous nous sommes toujours 
assujettis à la condition restrictive que toutes les barres compo- 
santes n'aient que deux seuls nœuds d'appui, condition qui exi- 
geait que, dans la génération des travures, les différentes barres de 
liaison vinssent successivement s'attacher au système préexistant 
précisément aux nœuds de celui-ci. 

Abandonnons maintenant cette restriction et admettons que les 
barres de liaison viennent s'attacher en des points quelconques 
des barres composant le système préexistant. Nous obtenons ainsi 
des travures strictement indéformables qui contiennent des barres 
ayant plus de deux nœuds : c'est là le caractère distinctif des 
travures que nous allons étudier maintenant. 

Soient {^fig* Sa) trois barres articulées entre elles aux trois 
points A, B et C ; on fixe à ce système deux autres barres DE, EF 
articulées entre elles en E; on obtient ainsi un tout indéformable, 
quels que soient les points d'attache des pièces. On obtient encore 
un système indéformable en assemblant, sur l'une seulement des 
barres du système, deux autres barres HK et GH assemblées en- 
semble en H. 

Puisque l'indéformabilité subsiste, quelle que soit la position 
des points D, F, G, K sur les barres de la travure primitive, fai- 
sons coïncider les nœuds D et F avec les points B et C, les 
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noeuds G et K avec les mêmes points, et limitons les barres com- 
posantes à leurs nœuds respectifs, nous obtenons ainsi (Jig^ 53) 
une travure ordinaire. 

Les nouveaux types que nous considérons satisfont à la relation 

du§IX 

B = aN — 3, 

pourvu que l'on ne compte dans le nombre N que les nœuds qui 
sont déterminés par le concours d'autant de paires de barres que 
Ton en introduit dans la travure préexistante. Ainsi, dans ^àfig. Sa, 
à la barre BC formant la travure primitive, on relie le nœud A au 
moyen des deux barres AB et BC, ce qui donne une travure à 
trois nœuds. On relie ensuite à ce système le nœud E, au moyen 
des deux barres DE, EF; les deux nœuds D et F qui ne provien- 
nent pas de l'addition de deux paires de barres ne seront pas 
comptés. Pour des raisons analogues, on compte le nœud H, mais 
non les nœuds G et K. On a donc B = 7 et N = 5, et ces deux 
nombres satisfont à la relation précédente. 

On ne devra compter pour chaque barre que deux nœuds, quel 
que soit, du reste, le nombre de ceux qu'elle renferme. 

Lorsqu'on engendrera ces travures par la liaison de corps, on 
devra sous-entendre que les barres de liaison peuvent encore s'at- 
tacher entre elles. Ainsi, dans \sifig» 02, le corps DE n'est pas lié 
avec BF au moyen de trois barres, mais avec les deux barres EF, 
DB; la troisième barre CA relie l'un des corps avec le corps BF. 
Cette façon de concevoir les travures strictement indéformables 
est la plus générale ; elle est fondée sur la possibilité de pouvoir 
déplacer les nœuds d'attache des barres tout en satisfaisant ce- 
pendant à cette condition que, par suite de ces déplacements, 
aucune des parties de la travure ne contienne de barres surabon- 
dantes. 

Les barres des travures que nous considérons maintenant 
peuvent être rectilignes ou courbes. 

Nous allons, pour ces travures, déterminer les réactions que 
toutes les charnières exercent sur les barres qui viennent s'y ap- 
puyer, c'est-à-dire trouver l'ensemble de toutes les forces en équi- 
libre qui sollicitent chacune des barres composant la travure. 

En général, cette recherche est plus compliquée que dans le cas 
où les barres ont seulement deux nœuds. Nous donnerons cepen- 
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dant quelques exemples simples auxquels s'applique la méthode 
employée pour ces dernières. 

XXXV. — Exemple du calcul de ces travnres. 

hdifig, 54 représente une ferme composée de deux arbalétriers 
AB, BC, de trois tirants AD, DE, EG; et de deux barres DF, EG 
suspendues en des points arbitraires F et G. Le système de ces barres 
est strictement indéformable ; en effet, il est formé de deux sys- 
tèmes rigides FAD, GEG, reliés entre eux par une charnière B et 
un tirant DE. Les charges que supporte la ferme ont pour lignes 
d'action les droites aè, 6c, crf. Traçons un polygone funiculaire 
/n/W|/W2/W3/n4 relatif à un pôle quelconque p\ menons par le 
point p une parallèle pe à la ligne de fermeture du polygone funi- 
culaire ; les segments de et ea représentent les réactions des points 
d'appui, et les segments eb et ce représentent les résultantes des 
forces qui agissent sur les deux systèmes rigides composants 
ADF, GEG. 

Prolongeons l'axe du tirant DE jusqu'à sa rencontre avec les 
lignes d'action de ces résultantes en m'g et m'^\ joignons m'jB et 
/WgB, et menons par les points 6 et c des parallèles à ces droites; 
le segment fe représente la tension que supporte le tirant DE ; 
cette tension fait équilibre aux forces eg et gf. L'arbalétrier AB 
est en équilibre sous l'action des forces ea, ab, bf, fg^ ge, Ox> 
détermine aussi facilement les tensions he et fh des tirants EG et 
EG, ainsi que les forces en équilibre qui agissent sur l'arbalétrier 
GB, à savoir, les forces de^ eh, A/, /c, cd. 

Quel que soit le nombre des nœuds inférieurs, on procédera 
d'une façon analogue. 

XXXVI. — Autre exemple. 

hdijig. 55 représente une ferme symétrique et symétriquement 
chargée, dont les barres / et / sont parallèles aux arbalétriers. 
Soient a' la grandeur de la résultante de toutes les forces con- 
tinues réparties uniformément le long de l'arbalétrier AB et a 
sa ligne d'action ; la réaction d' de l'appui A est, par raison de 
symétrie, égale, parallèle et de sens opposé à cette résultante. Pour 
déterminer les actions qui s'exercent sur les différentes charnières 
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et le long des difTérenles barres de la travure, on procède ainsi 
qu'il suit : on réunit les forces <i, a par un polygone funiculaire 
EDCB ayant pour côtés extrêmes les axes des deux barres AB et/; 
le pôle de ce polygone est P. L'action qui s'exerce le long de la 
barre /est égale à celle qui s'exerce sur la charnière B, par l'inter- 
médiaire de la barre AB, mais elle a un sens contraire ; elle forme 
avec la force e un couple équivalent et de sens opposé au premier 
(«, rf). On détermine ensuite facilement les actions qui se dévelop- 
pent suivant les barres h et g^ en formant le triangle f hl ^ , Le 
nœud E est en équilibre sous l'action de deux forces égales chacune 
à y et d'une autre force égale à m. On construit facilement le 
triangle des forces qui leur correspond. L'arbalétrier AB est en 
équilibre sous l'action des forces a, e, g^ A, d. 

XXXVII. — Autre exemple. 

Pour construire le diagramme relatif à la ferme représentée 
^fiS' ^^) ®^ ^^" ^^^ soumise à l'action des charges a6, 6c, . . . ,^A, on 
détermine les réactions hi et ia des points d'appui, au moyen d'un 
polygone funiculaire, et l'on considère la moitié de gauohe comme 
reliée à la moitié de droite par le tirant i ; on détermine l'action 
qui s'exerce suivant ce tirant, et celles qui s'exercent sur les 
barres 2 et 3, 4 et 5. On considère ensuite la barre AG, à la- 
quelle est appliquée la résultante des forces ab et 4? comme liée 
au tirant 10, et, en leur appliquant le problème des trois points, 
on détermine l'action qui s'exerce suivant cette barre, puis celles 
qui se développent suivant les axes des barres 1 1 et 12. La barre AG 
est soumise à l'action des forces aè, 17, 4? 16 qui sont en équilibre; 
la barre BG est soumise à l'action des forces crf, 19, 3 et 18. On 
procède d'une façon analogue pour la moitié de droite. 

XXXVIII. — Problème des trois barres. 

1° Un corps ou un système indéformable est lié à un autre corps 
au moyen de trois barres ; proposons-nous de trouver toutes les 
forces qui sollicitent chacune des trois barres ou, ce qui revient 
au même, de déterminer les actions qui s'exercent sur tous les 
nœuds de liaison. Ge problème s'appelk problème des trois 
barres. 
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a** On peut relier un corps ou un système rigide à un autre au 
moyen de trois barres de différentes manières. Un corps AB étant 
lié à un autre supposé fixe au moyen de deux barres AE, BD, on 
peut assurer la rigidité de la liaison par l'adjonction d'une troisième 
barre CF assemblée : ' 

a. Aux deux premières barres (^fig> Sy); 

6. Aux deux corps ou aux deux systèmes {^fig* 58); 

c. Au corps AB et à une des barres de liaison AE {fig* Sp); 

rf. Au corps fixe et à une des barres BD (^fig* 60). 

Comme cas particulier, plusieurs nœuds peuvent coïncider; 
ainsi : 

a. Les deux nœuds E et F {^fig* 6j) peuvent coïncider, comme 
cas particulier de \^fig* 58 ou de X^^fig. Sp; 

6. Les mêmes nœuds E et F ^fig» 62) peuvent coïncider comme 
cas particulier de X^fig. 67 ou de X^fig. 60. 

c. Les nœuds E et F, en même temps que deux autres nœuds 
B et G {^fig. 63), peuvent coïncider : cette disposition étant un 
cas particulier de X^ fig, 61 ou de X^ fig. 62. 

3° La recherche qui nous occupe n'exige pas la résolution du 
problème des trois barres, pour toutes les dispositions indiquées 
ci-dessus; car, pour un certain nombre d'entre elles, le problème 
peut se ramener au problème des trois points. 

Ainsi, pour les dispositions représentées dans les fig, 60, 62 et 
63, il suffit d'appliquer le problème des trois points, d'abord aux 
deux corps AB et AE liés entre eux en A, puis aux deux autres corps 
BD et GF liés entre eux en G. 

Pour les dispositions représentées par Xesjig. Sp et 61, il suffit 
encore de répéter deux fois le problème des trois points. On con- 
sidère le système indéformable composé des trois corps AE, AB, 
GF comme un seul corps lié en B avec un autre corps BD. En leur 
appliquant le problème des trois points, on trouve les actions qui 
s'exercent sur les nœuds E, B, D. En répétant le même problème 
pour l'ensemble des trois premiers corps, on trouve les actions 
qui s'exercent sur les nœuds A, G, F. 

4° Les dispositions des jig, Sy et 58 donnent seules lieu à la 
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résolution du problème des trois barres. Nous nous occuperons 
d'abord de la disposition représentée {fig* Sj) et nous traiterons 
successivement les différents cas particuliers qui se présentent 
lorsqu'un seul des corps est chargé, ou que plusieurs d'entre eux 
le sont, réservant pour la fin le cas où tous les corps sont chargés 
transversalement. Chacun de ces cas particuliers pouvant se pré- 
senter dans la pratique, il semble utile de les étudier tous, d'au- 
tant plus que la solution n'en est pas toujours des plus simples. 

5® Nous traiterons d'abord le cas très simple où une seule des 
barres de liaison portant trois nœuds est chargée. Soit (^fig^ 64) 
bc la résultante des forces qui agissent sur la barre BD. Les barres 
AB, GF réagissent suivant les droites qui réunissent leurs centres 
d'appui ; par conséquent la barre AE, soumise à deux forces rfe, ec 
agissant suivant AB et FC, éprouvera en E une réaction cd dont 
la ligne d'action passera par le point G commun aux deux précé- 
dentes. Gette réaction cd et la réaction au point D doivent, avec 
le système des forces externes, constituer un système en équi- 
libre; donc elles se coupent sur la ligne bc. La figure des seg- 
ments se compose de deux triangles relatifs aux deux ternes de 
forces concourant en H et en G. 

6** Supposons maintenant que le corps AB seul soit chargé 
i^fig» 65) et que ah soit la résultante des forces appliquées à ce 
corps. Faisons un essai et traçons les composantes ap^ , p^ b passant 
par B et A. Remplaçons la composante ap^ par deux autres forces : 
l'une q\p\ appliquée au point C et agissant suivant GF, l'autre 
ctq\ appliquée au point D. De même, remplaçons la composante 
p^b par deux autres forces : Vunep^q^ appliquée en F, égale et 
opposée k ÇiPi, l'autre Çib parallèle forcément au segment homo- 
nyme. Gomme les forces aÇi et Çtb sont encore les composantes 
de la force. «6, elles doivent se couper sur la ligne d'action de 
cette force. Remarquons de plus que la force Çib devrait passer 
parle point E. Supposons que l'on fasse d'autres essais analogues 
aux précédents ; cela reviendra à déformer le quadrilatère formé 
parles lignes a/>j, /?i 6, aq^^ Çtb de telle sorte que ses sommets 
se meuvent sur- deux droites concourantes aè, GF, tandis que trois 
de ses côtés passent par trois points fixes. Mais on sait que le qua- 
trième côté de chacun de ces polygones passe par un point fixe O ; 
donc, parmi tous les côtés qui passent par ce point, celui qui 
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passe en même temps par le point E fournit la solution du pro- 
blème. 

Pour déterminer le point O, on suppose que les deux côtés a/>i, 
aqi du quadrilatère déformable coïncident avec la droite DBG (ce 
qui revient à supposer nulle l'action suivant GF); alors les deux 
autres côtés coïncident avec OAG. Supposons encore que les 
deux côtés ap^, p^b coïncident avec BAH (ce qui a lieu si les ac- 
tions en B et en A sont iniiniment.grandes), alors les autres côtés 
du polygone se confondent avec DOH. De là résulte une con- 
struction du centre O qui n'exige aucun essai : on détermine le 
point de rencontre G de DB avec la ligne d'action ab et l'on mène 
GA ; on détermine le point H commun à CF et à BA et l'on mène 
DH; l'intersection des droites GA et DH donne le point O. 

Connaissant le point O, on mène successivement les droites OE, 
c'est-à-dire qb^ puis aq, ap^pb et l'on trace les segments qui leur 
sont relatifs. 

On peut remarquer que les deux faisceaux ci{ppi . - . ), 
b{pp^ . . .) égaux aux deux faisceaux perspectifs ayant pour centres 
les points B et A ont pour droite de perspective une droite ppo 
parallèle à AB. Pareillement, les deux faisceaux a(qqi , . ,), 
b{qq\ . . .) égaux aux deux faisceaux perspectifs ayant pour centres 
les points D et O ont pour droite de perspective /?o <7 parallèle à 
DO. Enfin les segments «/>o, p^b sont parallèles à DB et à OA et 
représentent les actions exclusives auxquelles seraient soumises 
les barres BD et AE si le point E coïncidait avec le point O, la 
barre CF devenant alors inutile. 

7° Réunissons maintenant en un seul les deux cas précédents en 
supposant chargés le corps AB et l'une des barres de liaison AE 
qui porte trois nœuds. 

On fait un essai de la façon suivante : On trace les lignes d'ac- 
tion et les segments opi, p\b {fig^ 66) des deux composantes de 
la force ab qui passent par les nœuds d'appui A et B du corps 
auquel est appliquée la force «6, puis le se^menl p^q^ parallèle à 
la ligne CF et les lignes et les segments bq\ et aq^^ enfin le seg- 
ment et la ligne cq^. Cette dernière ligne devrait passer par le 
point E. Imaginons que nous ayons fait d'autres essais analogues ; 
dans la figure des segments le point />i se meut sur la droite /?j/?o 
parallèle à AB et le point q^ se meut sur une droite /?o5^i parallèle 
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à DH, comme on Ta vu dans le cas précédent. Les segments p^ b 
et apo sont respectivement parallèles aux droites DBG et GAO. 
Toutes les lignes analogues à aq^ concourent en O. Alors toutes 
les lignes analogues à cq^ concourent en un même point P situé 
sur DH, car cette droite est parallèle à Ja droite de perspective 
des deux faisceaux a{q^ . . .), c{q^ . . .). La ligne analogue à cqs 
qui passe par les points P et E résoudra le problème. 

Pour trouver de la façon la. plus simple les deux centres O et P, 
au lieu de faire un essai quelconque, on mène DH, puis le segment 
t>Pii parallèle à DBG, puis la ligne GAOJ et le segment ap^ qui 
lui est parallèle. Le point O et le point /?o étant déterminés, on 
mène la ligne parallèle au segment cp^ par le point J commun à GA 
et à la ligne ca\ le centre P se trouve ainsi déterminé. 

Ceci posé, on trace toutes les lignes des actions qui s'exercent 
sur les nœuds, à savoir : PE ou cy, aq par O, ap par A, bp par B, 
bq par D, puis on complète la figure des segments. Comme véri- 
fication, la ligne d'action cb de la résultante des forces qui solli- 
citent le système entier doit passer par le point commun aux 
lignes cq et bq des réactions en E et en D. 

8® Supposons maintenant que le corps AB {fig* 67) et que le§ 
deux barres de liaison BD, AE qui portent trois nœuds chacune 
soient chargés. Soient ab, da^ bc les résultantes de forces qui 
agissent sur chacun de ces corps. On fait un essai en opérant de 
la façon suivante : 

On réunit les trois forces da^ ab, bc au moyen d'un polygone 
funiculaire dpi, ap^^p^b^p^c dont les côtés intermédiaires ap,, 
p\b passent par les points A et B; alors les côtés extérieurs dp^j 
Pi c comme leurs correspondants dans tous les polygones funicu- 
laires analogues passeront par deux points fixes O et P situés sur 
la même droite que les points A etB. Ces côtés extérieurs se cou- 
pent sur la ligne d'action de la résultante de des trois forces don- 
nées. Remplaçons les forces qui agissent suivant ces côtés, chacune 
par deux autres; à savoir : à dpt substituons dqt passant par le 
point D elq^pi agissant suivant CF; à/?|C substituons /?| gr, égale 
et opposée à gr,/?, et q^ c qui ne passe pas, en général, par le point E. 
Les deux lignes dqx eX. q^c se coupent aussi sur la ligne d'action 
de la résultante de* Le quadrilatère dp^^dq^^ q^e el p^c^e déforme 
donc, de telle sorte que ses sommets se meuvent sur des droites 
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concourantes, tandis que trois de ses côtés tournent constamment 
autour de trois points fixes O, D, P; dans ces conditions le qua- 
trième côté passe aussi par un point fixe Q qui doit se trouver sur 
la même droite que les points D et H. Dans la figure des segments 
le point qi se trouve sur une droite q^ q parallèle à DQH. Les 
droites OD et PQ parallèles aux segments dp^ et cp^ se coupent 
sur la droite de. 

Ainsi, en faisant un essai unique, on détermine les centres O 
et P qui se trouvent sur la même droite AB et le centre Q qui se 
trouve sur la ligne DH ; la connaissance de ces trois centres permet 
de tracer les lignes qui résolvent le problème, à savoir : qc^ pc, 
pb^ ap^ dp^ dq et les segments relatifs à ces lignes. 

io° Supposons maintenant que le corps AB et les trois barres 
de liaison soient chargés en même temps. C'est là le cas le moins 
simple et le plus général du problème des trois barres. 

On construit le polygone des forces dans Tordre eabcd {Jig» 68) 
et Ton trace la ligne d'action ed de la résultante de ces forces. 

Pour faire un essai, on commence par tracer les lignes d'action 
et les segments des deux composantes ap^ evp^bàe la force ab qui 
sollicite un des deux corps qui portent seulement deux nœuds. 

On compose p^b avec 6c, ce qui donne la résultante p^c des 
forces qui agissent sur la barre BD qui est liée en C avec la barre 
CF. Appliquons à ces deux barres le problème des trois points 
dans le but de connaître les actions qui s'exercent en F, C et D. 
Remarquons que Ton pouvait encore trouver la résultante ep^ des 
forces eael ap^ qui sollicitent la barre AE, puis considérer celle-ci 
comme liée en F avec FC et appliquer à ces deux barres le pro- 
blème des trois points. Nous indiquerons la solution du problème 
des trois points particulière à ce cas pour augmenter la clarté de 
l'exposé. 

On prend deux composantes de crf, à savoir ; co et orf, et l'on 
trace le segment et la ligne p^ o. Ayant ainsi déterminé le point 
Kj sur CF, on construit le polygone funiculaire qui résout la 
question à savoir DK< ou p^qi^, cq^^ q\d. Le système de toutes 
les composantes ainsi substituées aux forces primitives, étant 
équivalent à celui-ci, la résultante des deux forces q^ d et ep\ 
doit rencontrer /^i^r^ sur la ligne d'action de la résultante ed des 
forces données. Dans la figure des segments, on doit reporter les 
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segments q^d en p^q\ et P\q\ en q\d. Ainsi se composent en- 
semble les forces ep^ et p^ q\ = q^ d, pour donner une résultante 
eq\. Les lignes d'action des composantes/?, ^r^jC^^i, ^^è, ap^^q^d 
passant toutes dans Tordre donné par les nœuds D, G, B, A, F, 
l'essai ne satisfait pas à la question, car la dernière composante 
eq\ ne passe pas par le point E. 

Imaginons que l'on ait fait un certain nombre d'essais analogues 
au précédent. Gomme, pour chacun d'eux, il faut résoudre le pro- 
blème des trois points, on utilisera toujours le tracé d'essai orf, oc. 
Tous les points analogues à gr, de la figure des segments se trou- 
veront sur la droite oq^ parallèle à GF et tous les points analogues 
à/?4 se trouveront sur la droite p^p parallèle à AB. Toutes les lignes 
analogues à ep^ passeront par un centre fixe O, situé sur la même 
droite que A et B, et toutes les lignes analogues à/?,c passeront 
par un centre fixe P situé, lui aussi, sur la droite AB. 

Dans la figure des segments, le centre o étant fixe, les deux 
faisceaux c(/?i/3! .. .), o(pip,.,) sont perspectifs. Le faisceau 
de centre P est égal au premier et toutes les lignes parallèles aux 
rayons du second forment un autre faisceau dont le centre Q est situé 
sur la même droite que les points P, A, B et O. La ligne oc est la 
droite de perspective des faisceaux P et Q. Par construction, les 
deux faisceaux, ayant pour centres D et Q, sont perspectifs et ont 
pour droite de perspective la droite GF. 

Les deux ponctuelles /?,/?..., q^q , , » sont projectives et les 
droites qui joignent leurs points correspondants, à savoir : p^q^^ 
pq . . . enveloppent une section conique que nous allons démon- 
trer être une parabole. Pour cela, il suffit de faire voir que les 
deux ponctuelles sont semblables ou, ce qui revient au même, que 
leurs points à l'infini se correspondent. Or, lorsque les deux rayons 
correspondants des faisceaux ayant pour centres AetB coïncident 
suivant AB, le point/?, devient le point à l'infini delà droite/?,/?; 
mais alors les rayons correspondants des faisceaux ayant pour 
centres F et G coïncident suivant FG et le. point q^ devient le point 
à l'infini de la droite q\q\ les points à l'infini des deux ponc- 
tuelles se correspondent donc et la conique est une parabole. 

Or les projections, faites parallèlement aux diamètres, des 
segments /?, gr,,/?y, .. . des tangentes à la parabole, comprises 
entre les deux tangentes fixes/?,/? et y,gr sur une droite perpen- 
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diculaire à la direction des diamètres sont égales entre elles. 
Donc, en transportant ces segments parallèlement à eux-mêmes 
de façon qu'ils aient une extrémité commune d, les autres extré- 
mités q\^ (fy . . . se trouvent sur une droite parallèle à la direc- 
tion des diamètres. 

Lorsque l'action en B a pour ligne BA, et que, par conséquent, 
l'action en C a pour ligne CF, l'action en D s'exerce suivant DH; 
cette dernière est infiniment grande, de même que les actions 
en B et en C. Alors son segment doit avoir pour extrémités le 
point d et le point à l'infini de la droite q\ q', ce qui revient à dire 
que DH est parallèle à q\ q\ c'est-à-dire à la direction des dia- 
mètres de la parabole. Or cette droite q\ q- est la droite de per- 
spective des deux faisceaux d[q\yq\, . .)^ ^(^r'^ , gr', . . . ) ; les lignes 
correspondant aux rayons de ces faisceaux, telles que q\d et eq\^ 
se coupent sur la ligne d'action de la résultante; donc les pre- 
mières formant un faisceau ayant pour centre le point D, les se- 
condes forment un faisceau dont le centre est sur la droite DH. 

C'est le rayon RE ou eq' de ce faisceau qui résout le problème. 
On mène alors pq =^q'd par D ; po par Q ; pc par P ; pb par B ; 
ap par A; ep par O; dq =^pq^ par F et enfin cq par C. Comme 
vérification de la construction, cette dernière ligne doit passer par 
le point commun aux deux droites pc elpq, La figure des seg- 
ments se complète facilement. 

Un seul essai^ comprenant l'application du problème des trois 
points, permet donc de résoudre la question dans le cas le plus 
général. L'essai sert seulement à déterminer les centres O, P, Q? 
R, après quoi l'on procède à la solution directe. 

Comme propriété auxiliaire de vérification pour le tracé des 
lignes, nous pouvons ajouter que les trois faisceaux ayant pour 
centres les points Q, A, O, égaux respectivement aux trois fais- 
ceaux e(/?i,/?, . . .), a(/?o/?, . . .), o(/?|,/>, .. .) sont perspectifs et 
que leurs lignes de perspective sont parallèles aux côtés du triangle 
aoe. 

Chacune des barres est soumise à l'action d'un système de forces 
en équilibre ; ainsi la barre BD est sollicitée par les forces 6c, cÇi 
qp^ pb en équilibre et la barre AE par les forces ea, ap, pq'^ 4^ 
en équilibre. La détermination de toutes les forces qui agissent sur 
les trois barres de liaison est le but du problème des trois barres. 
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Ge problème, étant résolu, permet de traiter pour chacune des 
barres le problème des forces internes. 

1 1® En partant de ce dernier cas, qui est le plus général, on 
peut arriver à résoudre par voie de déduction tous les problèmes 
qui précèdent et qui sont les -plus simples. Le cas représenté 
(^fig* 67) comprend, comme le dernier cas, Inapplication du pro- 
blème des trois points dans la construction d'essai. Si, en traitant 
ce cas, on n*a pas fait mention de l'application de ce problème, 
c'est qu'il se présente sous une forme toute particulière qui n'exige 
aucun essai, parce que la première des deux barres CF, BD n'est 
pas chargée transversalement. La même chose pourrait se répéter 
pour les cas relatifs ^xxmfig. 66 et 65. 

12® Nous avons dit, en commençant, que les dispositions qui 
donnent lieu au problème des trois barres sont celles qui sont re- 
présentées dans lesjig. 67 et 58. 

Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que de la première dis- 
position, mais en réalité la seconde ne présente pas de différences 
fondamentales avec la première. 

Supposons libre le corps supposé fixe jusqu'à présent, sur lequel 
viennent s'articuler les barres de liaison et considérons deux corps 
liés au moyen de trois barres, autrement dit un ensemble libre de 
cinq corps, sollicité par un système de forces en équilibre appli- 
quées à ces corps d'une façon quelconque (fig- 69). 

On reconnaît facilement qu'en fixant l'un des trois corps qui 
portent seulement deux nœuds chacun, on reproduit la disposi- 
tion représentée (Jig» 57) et que, si l'on fixe un des deux corps qui 
portent trois nœuds chacun, on reproduit la disposition repré- 
sentée (Jîg* 58). Ces deux dispositions dérivent donc toutes deux 
de la disposition unique et plus générale, repirésentée {/ig* 69), 
et l'application du problème des trois barres doit pouvoir se ré- 
péter pour ces deux dispositions. 

Reportons-nous, en effet, à ce qui a été exposé (10*^), relati- 
vement à \dijig, 68. Supposons-y libre le corps DE; la résultante 
des forces qui le sollicitent doit être égale et opposée à la résul- 
tante ed de toutes les forces qui agissent sur le reste du système. 
Alors il suffit d'imaginer que l'on ait retourné le sens de la force 
ed et la solution entière ne subit aucune modification. 

13** Dans la même fig. 68, supposons AFE le corps fixe et le 
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corps BCD soumis à la force bc, relîé k celui-ci au moyen des trois 
barres BA, GF, DE soumises chacune respectivement aux forces 
aô, cdy de. La résultante ae de toutes ces forces est égale et op- 
posée à la force ea qui, dans la figure, agit sur le corps AE; mais 
la solution du problème des trois barres ne subit aucune modifi- 
cation. 

Il en est de même si, dans \^fig* 67, on suppose fixe le corps 
AFE, car on rentre dans le cas d'un corps BD chargé, relié avec 
un autre corps fixe au moyen de trois barres BA, GF, DE dont 
deux seulement sont chargées. 

Gomme application de ce cas, on peut considérer une grue re- 
présentée par layî^. 70. On peut négliger le poids de la chaîne GF 
qui s'enroule sur un tambour en F, mais il n'en est plus de même du 
poids des deux barres rigides AB, ED et de celui du corps BD qui 
porte, en outre, la charge suspendue à la chaîne. On devrait ce- 
pendant tenir compte du poids de GF si cette ligne était une barre 
rigide. 

Ldifig. 66 représente le cas d'un corps BD non chargé, relié 
à un corps fixe AFE au moyen de trois barres dont deux sont 
chargées. 

Lay?^. 65 peut être considérée comme représentant le cas d'un 
corps non chargé BD, relié à un autre corps fixe AE sans que 
celui-ci développe aucune réaction résultante; deux des barres de 
liaison AB, DE sont alors soumises à deux forces qui sont néces- 
sairement égales et opposées. 

La solution devient plus simple lorsque le corps DB et une seule 
des barres de liaison sont chargés. 

Enfin le cas le plus simple de tous est celui dans lequel aucune 
des barres de liaison n'est chargée. Il suffit alors de décomposer 
en trois forces agissant suivant AB, FG, ED la résultante des 
forces qui agissent sur le corps BD. 

i4" Nous avons résolu le problème des trois barres dans les 
hypothèses où un certain nombre de barres seulement ou toutes 
les barres sont chargées. 

Il peut arriver que des nœuds soient chargés en même temps que 
les barres, mais cela ne donne lieu à aucune complication sérieuse. 
Nous traiterons ce cas dans l'application suivante : 

Soit {Jig. 71) une travure dans laquelle les barres diagonales 
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n'aboutissent pas aux nœuds, mais viennent se fixer aux barres 
horizontales qui portent ainsi trois nœuds chacune. Cette dispo- 
sition s'applique quelquefois dans la pratique par raison de con- 
struction. 

Pour arriver à calculer cette travure, on a reproduit {Jig* 7a) 
la partie de gauche à une échelle plus grande. On a supposé que 
les barres horizontales de la table supérieure sont seules chargées. 
Ceci posé, on a déterminé la résultante des forces qui agissent sur 
chacune de ces barres et les réactions des points d'appui, puis 
on a considéré le corps AB comme lié au reste de la travure au 
moyen de trois barres de liaison AE, BD, CF. Au nœud d'appui A 
est appliquée la réaction a6 et à la barre BD la résultante ca. 

Le nœud A est en équilibre sous l'action des forces ab (réaction 
du point d'appui), pa (action transmise par le corps AB) et bp 
(action transmise par la barre AE). Le nœud B doit être en équi- 
libre sous l'effet de l'action ap que lui transmet le corps AB et 
de l'action /?a égale et opposée à celle-ci que lui transmet la barre 
BD. A la barre AE sont appliquées les trois forces pb^ bq^ qp en 
équilibre. Cette dernière est un effort de traction que la barre CF 
exerce en F. A la barre BD sont appliquées les quatre forces en 
équilibre ap^ pq^ qc^ ca. 

Pour arriver à déterminer toutes ces forces, on a fait un essai 
en prenant arbitrairement les deux actions />| a et ap^ que le corps 
AB exerce sur les nœuds d'appui A et B; puis on a construit le 
triangle ap^ q^ des forces qui agissent sur la barre AE. La ligne 
de la résultante cq{ des forces ca, ap^^ pi q^ qui sollicitent BD ne 
passe pas par D. Or la ligne de l'action qui s'exerce en E passe 
toujours, quel que soit l'essai, par le point H commun à AB et à 
CF et rencontre la ligne d'action de la résultante cb des forces qui 
sollicitent le système entier en un point O, par lequel passe la 
ligne d'action de la force cq^ et aussi la ligne cq ou OD qui résout 
le problème. Il suffît donc de trouver seulement le centre O, ce qui 
se fait sans aucun essai. 

Continuons le calcul en considérant le corps ED comme lié au 
reste de la travure au moyen de trois barres de liaison DG, EM, 
KL. La barre DG est soumise à l'action de la résultante rfc, et les 
nœuds D et E à celle des forces cq et qb. 

Le nœud E est soumis à l'action de trois forces en équilibre, à 
Les Fig. récipr. 7 
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savoir : la force qb et les actions br et rq que lui transmettent les 
barres EM el ED. Le nœud D est en équilibre sous Paction de la 
force cq el des actions qr el rc que lui transmettent les deux 
barres ED, DG. A la barre EM sont appliquées les forces en équi- 
libre rè, bs^ sr. Cette dernière représente la tension à laquelle est 
soumise la barre LK. A la barre DG sont appliquées les forces en 
équilibre cr^ rs^ sd, de. 

Pour déterminer toutes ces forces on a fait un essai : on a sup- 
posé qu'au nœud E la force qb fait équilibre aux forces br^^ 
r^q] on a décomposé br^ en deux autres : bs^ passant par M et 
Si /'i agissant suivant LK. On a ensuite composé cr^ avec rfc;la 
ligne d'action de leur résultante dr^ passe par un point fixe P situé 
sur ED. On a décomposé rfr^ en deux autres ds^ et s^r^ ; la ligne 
d'action de cette dernière passe par un point fixe Q situé sur MJ. 
C'est à la détermination de ces deux autres que sert l'essai. 

On remarque que la ligne sd ou QG, qui donne la solution du 
problème, rencontre bs sur la ligne d'action de la résultante db 
de toutes les forces qui sollicitent la portion de la travure située à 
gauche de GM . 

On calculerait, d'après la même méthode, le reste de la travure. 
Pour la portion calculée, les barres verticales sont des poinçons et 
celles qui sont inclinées sont des tirants; les barres horizontales 
inférieures sont distendues et infléchies, tandis que les barres supé- 
rieures sont comprimées et infléchies. 

On voit qu'il convient de rapprocher autant que possible les 
nœuds C et R, . . . des noduds B et D, ... ; car les barres obliques, ainsi 
distendues, tendent à infléchir les barres horizontales supérieures 
qui sont déjà soumises à la flexion à cause des charges qu'elles 
supportent. 

ludijig, 73 représente une travure qui se calcule aussi en appli- 
quant le problème des trois barres. 

Au moyen du problème des trois barres, on calculerait aussi 
la travure représentée {fig» 35) quoiqu'elle soit compliquée. Il suffit 
de considérer D, /?, 5^ comme formant un système rigide reUé à 
celui qui est formé par E, m^ p au moyen de trois systèmes de 
liaison A, B, C. Après avoir trouvé les actions qui s'exercent aux 
nœuds de liaison, on déterminerait celles qui se développent le 
long des barres des systèmes partiels A, D, B, E, C. 
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Nous terminerons en remarquant que, dans le calcul des travures 
à barres chargées, ayant deux nœuds seulement, il est bon, en 
général, de combiner toutes les figures des segments correspon- 
dant à chaque application du problème des trois points, de façon 
à former un diagramme unique, quoique celui-ci contienne tou- 
jours des segments répétés. 

Mais, dans le cas de travures à barres chargées ayant plus de 
deux nœuds, il faudra, en général, pour raison de clarté, con- 
struire à part la figure correspondant à chacune des applications 
du problème des trois barres. 



FIN. 
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ERRATA. 



Page XI, ligne i5, après R^ et K', ajoutez (et conséquemmenl M^ et MJ^ ). 

Page wsy ligne 7, au lieu de aucune force, lisez aucune des deux forces. 

Page XVII, ligne 5 en remontant, supprimez le mot finies. 

Page XVII, lignes 2, 3, 4 d remontant, remplacez ces lignes par : En effet, si 
Tune des deux forces agit le long d'une droite double, l'autre agirait le long de 
la même droite; de sorte que le système se ramènerait, contre l'hypothèse, à 
une force unique, résultante des deux. 

Page XVIII, ligne i, supprimez l mot finies. 
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